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“高 等 数学 ”是 高 等 院 校 的 一 门 重要 的 基础 理论 课程 。 为 了 适应 普通 高 等 院 校 学 生 学 习 高 
等 数学 课程 的 需要 ， 我 们 参照 《高 等 数学 课程 教学 基本 要 求 》， 并 结合 多 年 的 教学 实践 和 经 
验 ， 精 心 组 织 编写 了 本 套 教 材 和 相应 的 习题 解析 。 

本 套 教 材 在 编写 过 程 中 ， 力 求 结构 严 说、 逻辑 清晰 ， 尽 可 能 以 通俗 易 懂 的 语言 介绍 “高 
等 数学 ”课程 中 最 为 基础 的 ， 也 是 最 主要 的 知识 点 。 同 时 也 注重 体现 时 代 的 特点 ， 吸 收 了 国 
内 外 同类 教材 的 精华 ， 本 着 打 好 基础 、 够 用 为 度 、 服 务 专业 、 学 以 致 用 的 原则 ， 重 视 理 论 产 
生 、 发 展 及 演变 ， 加 强 应 用 ， 力 争 做 到 科学 性 、 系 统 性 和 可 行 性 的 统一 ， 使 传授 数学 知识 和 
培养 数学 素养 得 到 较 好 的 结合 。 期 望 读 者 通过 学 习 能 在 较 短 时 间 内 掌握 “高 等 数学 ”课程 的 
基本 概念 、 基 本 原理 、 基 本 技能 和 基本 方法 .从 而 为 学 习 其 他 基础 课程 和 专业 课程 打下 必要 
的 基础 。 


本 套 教材 包括 如 下 书目 : 

《高 等 数学 (上 )》 ISBN， 978-7-302-47529-3 ”定价 : 45.00 元 
《高 等 数学 习题 解析 (上)》 ISBN:， 978-7-302-47810-2 ”定价 45.00 元 
《高 等 数学 (下 )》 ISBN :978-7-302-47530-9 定价 ; 45. 00 元 
《高 等 数学 习题 解析 (下 )》 ISBN: 978-7-302-47577-4 定价 ，45.00 元 


本 书 为 《高 等 数学 (下 )》， 共有 4 章 。 第 1 章 介绍 了 向 量 的 概念 ， 向 量 的 线性 运算 及 关 
系 判断 ， 有 平面、 直线、 曲面 、 曲 线 概念 及 其 方程 ; 第 2 章 介绍 了 多 元 函数 的 极限 与 连续 性 ， 
偏 导数 、 全 微分 的 概念 及 应 用 ， 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 问题 ; 第 3 章 介 绍 了 多 元 函数 积分 的 
概念 与 应 用 ， 曲 线 积分 和 曲面 积分 ， 格 林 公 式 、 高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 公式 的 应 用 ;第 4 童 介 
绍 了 常数 项 级 数 的 概念 、 性 质 及 其 审 剑 法， 震级 数 的 概念 、 和 运算、 性质 及 应 用 ， 傅 里 叶 级 数 
的 概念 等 。 此 外 ， 根 据 章节 的 知识 点 内 容 ， 设 置 了 节 习 题 和 总 习题 模块 ， 便 于 读者 巩固 加 深 
对 内 容 的 理解 。 

本 书 可 以 作为 普通 高 等 院 校 各 专业 基础 课 教材 ， 以 及 其 他 数学 教育 工作 者 的 参考 资料 。 

在 编写 本 书 过 程 中 ,我们 参阅 并 应 用 了 国内 外 学 者 的 有 关 著 作 和 论述 ， 并 从 中 受到 了 启 
迪 ， 特 向 他 们 表示 诚 健 的 谢意 ! 

由 于 编者 水 平 有 限 ， 书 中 难免 有 不 妥 之 处 ， 奶 请 同行 、 专 家 及 读者 指正 。 


编著 者 
2017 年 8 月 


第 1 章 
bf 


1.2 


1.3 


1.4 


空间 解析 几何 初步 ……………… 
向 量 及 线性 运算 .pp 
商量 欧 糙 意 oo 
向 量 的 线性 运算 pp 
空间 直角 坐标 系 ………… 


Ey 


习题 1. 1 


数量 积 与 向 量 积 …………… 
茂生 称 vaaeaasaaaeaaaaaaaa 
a asszaszaasaaaaeam 
向 量 的 关系 及 判断 …… 


1 从】 
1.2.2 
1.2.3 
习题 1.2 


1.3.1 平面 方程 的 几 种 


F 
两 平面 的 位 置 关系 …… 


1.3.2 
1.3.3 点 到 平面 的 距离 


习题 1. 3 


7 ieieaaessengseaesaem 


1.6 


习题 1. 4 


1. 5.1 


LS 


ww LY 


1.5. 


1.5.4 抛物 面 … 


1.5.5 柱 面 
"36 
曲线 及 其 方程 pp ee 


1. 5.6 
习题 1.5 
1.6.1 空间 曲线 方程 的 概念 
及 几 种 不 同形 式 的 曲 


1.6.2 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 


:42 
省 


习题 1.6 


曲面 及 其 六 稳 wsweesweoesonem 
ER 


29 
29 
29 
31 
32 
32 
33 


37 


37 


37 


43 


多 元 函数 微分 法 及 其 应 用 …… 45 
多 元 函数 的 极限 与 连续 性 …… 45 
2.1.1 多 元 函数 的 概念 45 
二 元 函数 的 极限 ……… 

二 元 函数 的 连续 性 
偏 导数 5 
2.2.1 偏 导 数 pp 52 
高 阶 入 导数 5 


1.4.1 直线 方程 的 几 种 
形式 22 2.1 
直线 方程 的 一 般 式 与 对 称 式 
相互 转化 ee 23 
空间 中 两 条 直线 的 

直线 与 平面 的 位 置 2.2 
关系 2 
点 到 直线 的 距离 “…… 26 


2.1.2 


2. 1.3 


2.2.2 


EC 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 


2..7 


习题 2.2 


全 微分 ee 


入 :位 
2.3.2 全 微分 在 近似 计算 中 


会 微分 的 概念 ………… 


的 


应 用 ee 


习题 2.3 


多 元 复合 丽 数 微分 法 ………… 


的 放 
2.4.2 复合 函数 的 全 微分 
习题 2. 4 

隐 函 数 的 求 导 及 偏 导 公式 
2.5.1 一 元 隐 函 数 的 求 导 


复合 函数 微分 法 …………: 


Se 


2.5.2 二 元 隐 函 数 的 求 偏 导 


并 


习题 2.5 
偏 导数 的 应 用 
2.6.1 空间 曲线 的 切线 及 法 


平面 eee 


2.6.2 曲面 的 切 平面 与 法 线 
习题 2.6 


es 


2.7,1 方向 导数 ， 


2.7.2 梯度 eeeeeeseeeeeneeneese。 


习题 2.7 
多 元 函数 的 极 值 与 最 值 ， 
1 


2.8.2 多 元 函数 的 最 大 值 与 


多 元 函数 的 极 值 ………… 


2.8.3 条 件 极 值 pp 


习题 2.8 


总 习题 


多 元 函数 积分 法 
二 重 积分 的 概念 与 性 质 


68 


a 


3.1.1 二 重 积分 的 概念 
二 重 积分 的 性 质 
习题 3. 1 

二 重 积分 的 计算 …… 
3.2.1 利用 直角 坐标 计算 


3 村 


二 重 积分 和 ee 


利用 极 坐 标 计算 

习题 3.2 ， 
ch 
3.3.1 三 重 积分 的 概念 
三 重 积分 的 计算 
习题 3.3 oo 
重 积分 的 应 用 pe 
3.4.1 曲面 面积 .pe 
3.4.2 重 仿 ee 
“Ne 
习题 3 4 oooooooeosoooeosoooeoosoo。 
曲线 积分 

3.5.1 对 弧 长 的 曲线 和 积分， 
3.5.2 对 坐标 的 曲线 积分 ……: 
习题 3. 5 ores 
格林 公式 及 其 应 用 
3.6.1 格林 公式 和 pe 
3.6.2 平面 上 曲线 积分 与 

路 径 无 关 的 条 件 ………… 
全 微分 方程 ee 
习题 3.6 ose 
曲面 积分 

3.7.1 对 面积 的 曲面 积分 …… 
3.7.2 对 坐标 的 曲面 积分 …… 
可 甬 龟 他 osaseeasaaeeaaasesaeaaem 
高 斯 公式 与 斯 托 克 斯 公式 …… 
3.8.1 高 斯 公式 pp 


3. 3.2 


3.6.3 


96 


3.9 


4.1 


4.2 


4.3 


B82 新 托 克 新 公式 er5e 44 
习题 3.8 pp 146 
总 习题 47 


穷 级 数 … 1149 
re ts 149 
4.1.1 常数 项 级 数 的 相关 
4.1.2 收 敏 级 数 的 基本 
4.1.3 级 数 收敛 的 条 件 ………: 154 
习题 4.1 eeees 
常数 项 级 数 的 审 伍 法 .1157 
4.2.1 正 项 级 数 及 其 

审 效法 pp 157 
4.2.2 交错 级 数 及 其 

审 将 法.…… 。162 
4.2.3 任意 项 级 数 及 其 绝对 收 歼 、 

条 件 收 和 化 164 
习题 4.2 pp 166 
4.3.1 函数 项 级 数 的 相关 
4.3.2 需 级 数 及 其 收敛 性 ……: 170 
4,.3,3 震级 数 的 运算 …*…… 174 
4.3.4 容 级 数 和 函数 的 

性 质 eeeeeeeeeeennennee， ]175 


4.4 函数 展开 成 宕 级 数 …… 178 


4.4. 1 
4.4.2 


泰勒 级 数 …p 178 
初等 函数 的 寞 级 数 
展开 式 汪 pe 181 


习题 4.4 185 
4.5 函数 的 寡 级 数 展开 式 的 


应 用 … 


兴 从 小 人 
， 
请 


习题 4. 5 


近似 计算 ene eeree. 
表示 初等 函数 … 
求 常数 项 级 数 的 和 ……… 189 
微分 方程 的 野 级 数 

解法 :pp 190 
欧 拉 公 式 的 形式 

推导 jsassassaaaasaaaaae 191 
，192 


4.6 傅 里 叶 级 数 pp 193 


4. 6.1 


4.6.2 


4.6.3 


4.6.4 


周期 为 2r 的 函数 的 
传 里 叶 级 数 …………… 193 
传 里 叶 级 数 的 

以 效 粹 eeveeierrseirone 195 
周期 为 21 的 函数 的 


傅 里 叶 级 数 的 复数 


习题 4.6 eeoveooeoveeeeeveeeeooeee 205 


第 1 章 空间 解析 几何 初步 


平面 解析 几何 中 ， 通 过 坐标 法 把 平面 上 的 点 与 一 对 有 序 的 数 对 对 应 起 来 ， 把 平面 上 图 形 
和 方程 对 应 起 来 ， 从 而 可 以 用 代数 方法 来 研究 几何 问题 . 空间 解析 几何 也 是 按照 类 似 的 方法 
建立 起 来 的 . 

本 童 首先 引进 向 量 的 概念 及 线性 运算 .进而 建立 空间 直角 坐标 系 ， 然 后 利用 代数 方法 研究 
空间 平面 和 直线 ， 以 及 几 种 特殊 的 曲面 和 曲线 . 这 些 内 容 对 学 习 多 元 函数 微 积分 将 起 到 重要 的 
作用 . 


1.1.1 向 量 的 概念 


我 们 经 常 遇 到 的 像 时 间 、 质 量 、 功 、 长 度 、 面 积 与 体积 等 这 种 只 有 大 小 的 量 叫做 数量 . 
像 位 移 、 力 、 速 度 、 加 速度 等 这 种 不 但 有 大 小 而 且 还 有 方向 的 量 就 是 向 量 . 

定义 1.1.1 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫做 向 量 , 或 称 矢量 ,简称 矢 . 

我 们 用 有 向 线段 表示 向 量 ， 有 向 线段 的 始点 与 终点 分 别 叫做 向 量 的 始点 和 终点 ， 有 向 线 
段 的 方向 表示 向 量 的 方向 ， 而 有 向 线段 的 长 度 代 表 向 量 大 小 . 始点 是 A， 终 点 是 的 向 量 记 


作 A 户 ， 在 手写 时 常用 带 箭头 的 小 写字 母 ， 访 ， 忆 ，… 表 示 ， 而 在 印刷 时 常用 黑体 字母 a， 


8，c，… 来 记 向 量 (如 图 1. 1. 1). 


围 111 


向 量 的 大 小 叫做 向 量 的 模 ， 也 称 为 向 量 的 长 度 ， 向 量 A 访 与 a 的 模 分 别 记 作 | 43| 与 |a|. 

模 等 于 1 的 向 量 叫 做 单位 向 量 , 与 向 量 a 具有 同一 方向 的 单位 向 量 叫做 向 量 a 的 单位 向 
量 , 常用 a" 来 表示 . 

模 等 于 0 的 向 量 叫做 零 向 量 ， 记 作 0， 它 是 起 点 与 终点 重合 的 向 量 . 零 向 量 的 方向 不 确 
定 ， 可 以 是 任意 方向 . 不 是 零 向 量 的 向 量 叫做 非 零 向 量 . 


和 高 等 数学 (下 ) 


由 于 在 几何 中 , 我 们 把 向 量 看 成 是 一 个 有 向 线段 ， 因 此 像 对 待 线段 一 样 ， 下 面 说 到 向 量 
a 与 b 相互 平行 ， 意 思 就 是 它们 所 在 的 直线 相互 平行 ,并 记 作 a//b. 类 似 地 ， 我 们 可 以 说 一 
个 向 量 与 一 条 直线 或 一 个 平面 平行 等 . 

定义 1.1.2 如 果 两 个 向 量 的 模 相等 且 方 向 相同 ， 那 么 这 两 个 向 量 叫 做 相等 向 量 ， 所 有 
的 零 向 量 都 相等 ， 向 量 a 与 相等 ， 记 作 a==b. 

根据 定义 1.1.2， 对 于 不 在 同一 条 直线 上 的 两 个 相等 的 非 零 向 量 4 与 4B”， 如 果 用 线段 
分 别 连接 它们 的 一 对 起 点 A 与 4A'， 一 对 终点 B 与 B'"， 那么 显然 得 到 一 个 平行 四 边 形 ABB'A” 
(如 图 1. 1. 2); 反 过 来 ， 如果 用 这 种 做 法 从 两 个 向 量 得 到 一 个 平行 四 边 形 时 ， 那 么 这 两 个 向 
量 就 相等 . 

两 个 向 量 是 否 相 等 与 它们 的 始点 无 关 ， 只 由 它们 的 模 和 方向 决定 . 我 们 以 后 运用 的 正 是 
这 种 始点 可 以 任意 选取 ,而 只 由 模 和 方向 决定 的 向 量 . 这 样 的 向 量 通常 叫做 自由 向 量 

也 就 是 说 ， 自 由 向 量 可 以 任意 平行 移动 ， 移 动 后 的 向 量 仍 代表 原来 的 向 量 . 在 自由 向 量 
的 意义 下 ， 相 等 的 向 量 都 看 作 同一 个 自由 向 量 . 由 于 自由 向 量 始点 的 任意 性 ， 按 需要 我 们 可 
以 选取 某 一 点 作为 所 研究 的 一 些 向 量 的 公共 始点 ， 在 这 种 场合 ， 我 们 就 说 ， 把 那些 向 量 归结 


到 共同 的 始点 . 
Pg B’ 
| 1 2 
必须 注意 ， 由 于 向 量 不 仅 有 大 小 ， 而 且 还 有 方向 ， 因 此 ， 模 相等 的 两 个 向 量 不 一 定 相 等 、 
因为 它们 的 方向 可 能 不 同 . 


定义 1.1.3 ”两 个 模 相等 、 方 向 相反 的 向 量 叫做 互 为 反 向 量 ， 向 量 a 的 反 向 量 记 做 一 a. 

显然 ， 向 量 A 户 与 BA 互 为 反 向 量 ,也 就 是 A 户 二 一 BA, 或 BA 一 一 AB. 

如 果 把 彼此 平行 的 一 组 向 量 归结 到 共同 的 始点 ， 这 组 向 量 一 定 在 同一 条 直线 上 ; 同样 ， 
如 果 把 平行 于 同一 平面 的 一 组 向 量 归结 到 共同 的 始点 ， 这 组 向 量 一 定 在 同一 个 平面 上 . 

定义 1.1.4 非 零 向 量 a，5， 从 同一 起 点 O 作 有 向 线段 O04 与 0 分 别 表示 a 与 5 把 由 射 
线 OA 和 OB 构成 的 角度 在 [0O，x] 的 角 称 为 a 与 5 的 夹 角 ， 记 作 (a， 5b). 

定义 1.1.5 平行 于 同一 直线 的 一 组 向 量 叫做 共 线 向 量 . 零 向 量 与 任何 共 面 的 向 量 组 共 线 . 

定义 1.1.6 平行 于 同一 平面 的 一 组 向 量 ， 叫 做 共 面向 量 . 零 向 量 与 任何 共 面 的 向 量 组 
共 面 . 

显然 ， 一 组 共 线 向 量 一 定 是 共 面 向 量 ， 三 个 向 量 中 如 果 有 两 个 向 量 是 共 线 的 ， 这 三 个 向 
量 一 定 也 是 共 面 的 . 


Ls 


第 1 章 空间 解析 几何 初步 


1.1.2 向 量 的 线性 运算 


1. 向 量 的 加 法 


定义 1.1.7 对 向 量 a, 5， 从 同一 起 点 O 作 有 向 线段 04 与 0 分 别 表 示 a 与 5， 然 后 以 
OW 与 0 为 邻 边 作 平行 四 边 形 OACB ， 则 把 平行 四 边 形 的 对 角 线 向 量 OC 称 为 向 量 a 与 六 的 和 
记 作 a 十 b. 

这 种 求 和 方法 称 为 平行 四 边 形 法 则 (如 图 1. 1. 3). 以 向 量 a 的 终点 作为 向 量 5 的 起 点 ， 则 
由 a 的 起 点 到 5b 的 终点 的 向 量 亦 是 a 与 5 的 和 . 这 种 求 和 方法 称 为 三 角形 法 则 . 在 自由 向 量 
的 意义 下 ， 两 个 向 量 和 的 平行 四 边 形 法 则 可 归结 为 三 角形 法 则 ， 如 只 要 将 图 1.1.3 向 量 O 记 平 
移 到 AC 的 位 置 就 行 了 (如 图 1.1.4). 
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本 本 .| 图 1.1.4 

求 两 个 向 量 a 与 5b 的 和 的 运算 叫做 向 量 加 法 . 向 量 的 加 法 满足 下 面 的 运算 规律 ， 

(1) 交换 律 : a 十 bp 一 b 十 a; 

(2) 结合 律 : (a 十 b) 十 c= 二 a 十 (b 十 c)， 

(3) a 十 0 一 aq; 

(#4) a+(—a)=0. 

由 于 向 量 的 加 法 满足 交换 律 与 结合 律 ， 所 以 三 个 向 量 a， b,c 相 加 ， 不 论 它们 的 先后 顺 
序 与 结合 顺序 如 何 ， 它 们 的 和 总 是 相同 的 ， 因 此 可 简单 地 写成 

向 不 
推广 到 任意 有 限 个 向 量  ，a ，…，ow, 的 和 ， 就 可 以 记 作 
有 十 三 于- 

有 限 个 向 量 mw ，@ ，…，a, 相 加 的 作 图 法 ， 可 以 由 向 量 求 和 的 三 角形 法 则 推广 如 下 : 自 
任意 点 O 开始 ,依次 引 OAI 二 a ，AiA; 一 qs，…，As1A, 一 a,， 由 此 得 一 折线 OA, As…A， 
(如 图 1.1.5). 于 是 向 量 OA 一 a 就 是 n 个 向 量 al ，as，…, om 的 和 ， 即 

Q 一 4 十 az 十 … 十 av， 


即 


OA4:=O4I 二 AAA 十 … 十 AAA 
特别 的 ， 当 A, 与 O 重合 时 ， 它 们 的 和 为 零 向 量 0. 


高 等 数学 (下 ) 


这 样 求 和 的 方法 叫做 多 边 形 法 则 . 


2， 向量 减法 
定义 1.1.8 当 向 量 5 与 向 量 c 的 和 等 于 向 量 a， 即 5 十 ce 二 a 时 ， 我 们 把 向 量 c 叫 做 a 与 5 
的 差 ， 并 记 作 c 二 a 一 bp， 求 向 量 的 差 的 运算 叫做 向 量 减法 . 
根据 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 ， 
OB+BA=0OA. 
所 以 由 定义 1.1.8 得 
BA=02—0FB. 
由 此 得 到 向 量 减 法 的 几何 作 图 法 : 自 空间 任意 点 O 引 向 量 0A 二 a，0O 记 二 bp， 那 么 向 量 BX 
二 a 一 b( 如 图 1.1.6). 如 果 以 G 人 ，0 六 为 一 对 邻 边 构 成 平行 四 边 形 OACB， 那么 显然 它 一 条 对 
角 线 向 量 OCE 二 a 十 bp， 而 另 一 条 对 角 线 向 量 BAA 二 a 一 b( 如 图 1. 1.7). 
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图 1.1.6 图 1.1.7 
利用 反 向 量 ， 可 以 把 向 量 减 法 运算 变 为 加 法 运算 ， 即 
a—b=a++(—b). 
这 表明 求 a 与 b 的 反 向 量 一 b 之 和 ,又 因为 一 b 的 反 向 量 就 是 b， 因 此 又 可 得 
a—(—b)=a+tb. 
从 向 量 减法 的 这 个 性 质 ， 可 以 得 出 向 量 等 式 的 移 向 法 则 : 在 向 量 等 式 中 ,将 某 一 向 量 从 等 号 
的 一 端 移 到 另 一 端 ， 只 需要 改变 它 的 符号 . 例如 将 等 式 a 十 bc 二 d 中 的 e 移 到 另 一 端 ， 那 么 有 a 十 
2 一 d 一 c， 这 是 因为 从 等 式 a 十 b 十 c 二 d 两 边 减 去 c， 即 加 上 一 c. 而 c 十 (一 c) 一 0 的 缘故 . 
我 们 还 要 指出 ， 对 于 任何 的 两 个 向 量 a 与 上 ， 有 下 列 不 等 式 : 
latb|<lal+|b|. 
这 个 不 等 式 还 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 向 量 的 情况 : 
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[wm 十 力士 …as| 委 | 十 | 十 … 十 |a,|. 

3. 数 乘 向 量 

我 们 知道 ， 在 向 量 的 加 法 中 ,nn 个 向 量 相 加 仍然 是 向 量 ， 特 别 是 n 个 相同 的 非 零 向 量 a 
相 加 的 情形 ， 显然 这 时 的 和 向 量 模 为 |a| 的 n 倍 , 方向 与 a 相同, n 个 a 的 和 记 作 na. 

定义 1.1.9 实数 4 与 向 量 a 的 乘积 是 一 个 向 量 ， 记 作 如， 其 模 是 | 各 | 一 |A| |a|.)a 的 
方向 : 当 )>>0 时 ,ja 与 a 同 向 ; 当 4<0 时 , ha 与 a 反 向 ; 当 )=0 时 ， 和 一 0. 我 们 把 这 种 
运算 叫做 数量 与 向 量 的 乘法 ， 简 称 数 乘 . 

对 于 任意 向 量 a,5b 以 及 任意 实数 1，/w， 有 以 下 运算 法 则 ， 

(1) (VVa=A(pa); 

(2) (4 十 Ap)Q 一 Ma 十 pa 

(3) A(a+b)=Nha 二 沪 . 

特殊 地 ， 当 2 二 一 1 时 ，( 一 1)a 就 是 a 的 反 向 量 ， 因 此 我 们 常 把 (一 1)a 简写 成 一 a. 

已 知 向 量 a 和 它 的 单位 向 量 a"， 下 面 的 等 式 成 立 ， 

a 一 |ala" 或 ==]eT: 

由 此 可 知 ， 一 个 非 零 向 量 乘 以 它 的 模 的 倒数 ， 结 果 是 一 个 与 它 同方 向 的 单位 向 量 . 

向 量 的 加 法 、 减 法 及 数 乘 运算 统称 为 向 量 的 线性 运算 . 如 十 凤 称 为 a, 5b 的 一 个 线性 组 合 
(4, LER). 

从 向 量 的 加 法 与 乘法 的 运算 规律 知 ， 对 于 向 量 也 可 以 像 实数 及 多 项 式 那样 去 运算 . 


1.1.3 宝 间 直角 坐标 系 


若 想 确定 空间 一 点 的 位 置 ， 就 需要 建立 新 的 坐标 系 . 

1. 空间 直角 坐标 系 

过 空间 一 点 O 作 三 条 两 两 垂直 的 数 轴 工 轴 、> 轴 和 =* 轴 ， 这 样 就 构成 了 空间 直角 坐标 系 ， 
记 作 O 一 zyz. 

一 般 规定 xz 轴 、y 轴 和 < 轴 的 位 置 关系 遵循 右手 系 : 让 右手 的 四 个 手指 指向 x 轴 的 正 向 ， 
然后 让 四 指 沿 握拳 方向 转向 y 轴 的 正 向 ， 大 姆 指 所 指 的 方向 为 = 轴 的 正 向 . 在 各 数 轴 上 的 单 
位 长 度 相 同 . 把 zx 轴 、y 轴 放 置 在 水 平平 面 上 ， >* 轴 垂 直 于 水 平平 面 ( 如 图 1. 1. 8). 

在 空间 直角 坐标 系 0 一 xyx 中 , 点 O 称 为 坐标 原点 ， 简 称 原点 ; z 轴 、y 轴 、xz 轴 这 三 个 
数 轴 统称 为 坐标 轴 ， 分 别称 为 横 轴 、 纵 轴 、 坚 轴 ; 由 任意 两 个 坐标 轴 所 确定 的 平面 称 为 坐标 
面 ， 共 有 zOy，>Oz，zOrz 三 个 坐标 面 ; 三 个 坐标 面 把 空间 分 隔 成 八 个 部 分 ， 每 个 部 分 依次 
分 别称 为 第 一 、 第 二 直至 第 八卦 限 ， 其 中 ,第 一 卦 限 位 于 工 轴 、y 轴 、=* 轴 的 正 向 位 置 ， 第 二 
至 第 四 卦 限 也 位 于 zOy 面 的 上 方 ， 按 逆 时 针 方 向 排列 ， 第 五 卦 限 在 第 一 卦 限 的 正 下 方 ， 第 六 
至 第 八卦 限 也 在 zOy 面 的 下 方 ， 按 逆 时 针 方 向 排列 (如 图 1. 1. 9). 

| 


和 高 等 数学 (下 ) 


图 1.1.8 


2. 空间 点 的 直角 坐标 
我 们 将 通过 空间 直角 坐标 系 建立 空间 中 的 点 与 由 三 个 实数 组 成 的 有 序数 组 的 关系 ， 即 空 


间 中 点 与 坐标 之 间 的 关系 . 
如 图 1. 1. 10 所 示 ， 设 M 为 空间 的 任意 一 点 ， 过 点 M 分 别 作 垂直 于 三 个 坐标 轴 的 三 个 平面 ， 
与 + 轴 、y 轴 和 < 轴 依 次 交 于 A、B、C 三 点 , 车 这 三 点 在 + 轴 、y 轴 、z 轴 上 的 坐标 分 别 为 zx， 


3，x， 这 样 点 M 就 唯一 地 确定 了 一 组 三 元 有 序数 组 (+，y，x)， 称 该 三 元 有 序 实数 数组 (+，y， 
x) 为 点 M 在 该 空间 直角 坐标 系 中 的 直角 坐标 ， 记 作 M(xz，y，z) 或 M 一 (x，y，x). x，y，z 分 
别称 为 点 M 的 横 坐 标 、 纵 坐标 和 竖 坐 标 ， 也 称 为 点 M 坐标 的 工分 量 、> 分 量 和 > 分 量 . 


反之 ， 如 果 任 给 一 组 三 元 有 序数 组 (x+，y，xz)， 在 空间 直角 坐标 系 中 可 唯一 确定 一 点 . 

原点 O 的 坐标 分 量 均 为 0， 即 O(0, 0，0); 车 点 M 在 zOy 坐标 面 上 ， 则 M= (zx，y，0); 
若 点 M 在 工 轴 上 ， 则 M=(z，0，0). 类 似 可 得 其 他 坐标 面 或 坐标 轴 上 点 的 坐标 特征 . 八 个 
卦 限 内 点 的 三 个 坐标 均 不 为 零 ， 各 分 量 的 符号 由 点 所 在 卦 限 确定 . 

类 似 于 平面 直角 坐标 系 下 的 情形 ,可 以 讨论 关于 坐标 轴 、 坐 标 面 、 坐 标 原点 对 称 的 点 的 
坐标 关系 . 例如 ,点 (x，y，>) 关 于 工 轴 对 称 的 点 为 (TY， 一 y， 一 >); 点 (T，y，z) 关 于 zOy 
坐标 面 对 称 的 点 为 (tT，y， 一 >); 点 (Tr，y，z) 关 于 原点 对 称 的 点 为 (一 +， 一 y， 一 z) 等 . 
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3. 向 量 的 坐标 表示 

在 空间 直角 坐标 系 O 一 xyz 中 , 在 x 轴 、y 轴 、< 轴 上 各 取 一 个 与 坐标 轴 同 向 的 单位 向 
量 ， 依 次 记 作 7 了 大， 它们 称 为 坐标 向 量 . 空间 中 任 一 向 量 ae， 它 都 可 以 唯一 地 表示 为 让 
j ,大 的 数 乘 之 和 . 

事实 上 , 设 a=MN， 作 M 和 N 在 坐标 轴 的 投影 ， 如 图 1.1. 11 所 示 . 

a=MN=MA+AP+PN=MA+MB+MC. 
由 于 MA 与 i 平行 ，M 记 与 j 平行 ，MC 与 平行 ， 所 以 存在 唯一 的 实数 z+，y，z， 使 得 
MA=xi, MB=yj, MC=xk, 


即 
a=xi+ yj +ak. (人 


我 们 把 式 (1.1.1) 中 i,，j, 系数 组 成 的 有 序数 组 (+，y，x) 叫 做 向 量 a 的 直角 坐标 ， 记 
为 a 一 (r+，y，z). 向 量 的 坐标 确定 了 ， 向 量 也 就 确定 了 . 

式 (1.1.1) 中 的 zx，y，z 是 向 量 a 分 别 在 zx 轴 、y 轴 、=*=* 轴 上 的 投影 . 因此 ， 在 空间 直角 
坐标 系 中 的 向 量 a 的 坐标 就 是 该 向 量 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 组 成 的 有 序数 组 . 

把 已 知 向 量 a 的 起 点 移 到 原点 O 时 ， 其 终点 在 C， 即 a 一 OE， 称 OC 为 向 径 ( 或 撩 径 )， 通 
常 记 作 a; 称 点 C 的 坐标 (tz, y，z) 为 a 的 坐标 ， 记 作 a= 二 (x，y，x)， 即 向 量 a 的 坐标 就 是 
与 其 相等 的 向 径 的 终点 坐标 . 这 样 在 建立 了 空间 直角 坐标 系 后 ， 向 量 、 向 径 、 坐 标 之 间 就 有 
了 一 一 对 应 的 关系 (如 图 1. 1. 12). 

进一步 可 得 以 下 结论 : 在 图 1.1.11 中 , 若 设 空间 两 点 Ma, x: 2),， N(x ys 2%)， 
则 向 量 坐 标 为 


MN ON OM 一 
即 向 量 坐标 为 终点 坐标 减 去 对 应 始点 坐标 . 
若 a 一 (x,y，x)， 则 向 量 的 模 为 


高 等 数学 (下 ) 


EN 
[MN|= V(r a Ty yy ) TF) 


4. 空间 两 点 间 的 距离 
设 MCm YH )，N(xs，ys， 安 ) 为 空间 两 点 ， 则 得 到 空间 两 点 M 与 N 之 间 的 距离 公式 ， 
d=MN= V(z a) Fy) Te ee ). Li 起 
5. 向 量 的 方向 角 与 方向 余弦 
非 零 向 量 a 与 三 个 坐标 轴 的 夹 角 a，pB, 7 称 为 向 量 a 的 方向 角 . 方向 角 的 余弦 值 称 为 向 
量 a 的 方向 余弦 . 
若非 零 向 量 a 一 (x+，y，xz) 的 方向 角 为 <，B，Y， 则 其 方向 余弦 为 


Ed T 
cosa 二 本 本 二 


a Vz 十 并 十 于 


y yy 


ml th 二 吉 
Tel ETF 
县 
costa 十 cos*B 二 cos27y 一 1. 1 者 
6. 向 量 线性 运算 的 坐标 公式 
引入 向 量 的 坐标 以 后 ， 就 可 将 向 量 的 运算 转化 为 代数 运算 ,可 得 向 量 的 加 法 、 减 法 以 及 
向 量 的 数 乘 运算 的 坐标 公式 . 
设 在 空间 直角 坐标 系 O 一 zy 中 ,向 量 a 二 (zi， ,2;) 及 5b 二 (x;，y,，xz)， 则 由 向 量 
坐标 定义 有 


4 一 2 十 yi 十 zi 


b=z2i yj zok. 
因此 
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a+b=(nityjtek)tit (zityj tz k) 


二 (zi 土 To)iT (yy 二 ya)j+ (zi 土 zo)k, 
Ma=Axiit yjtak) = Ar)it (Ay)j+ A Kk. 
所 以 a 士 与 aa 的 坐标 分 别 为 
atb= (z+tzxs, Wty vt) 


Ma=(Ari, Ay1, Az1). 

也 就 是 说 ， 向 量 的 和 ( 差 ) 向 量 的 坐标 等 于 它们 的 坐标 的 和 ( 差 ). 数 乘 向 量 ja 的 坐标 等 于 
数 4 乘 以 a 的 坐标 

例 1.1.1 用 向 量 加 法 证 明 ， 对 角 线 相互 平分 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 

证 明 ” 设 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 和 BD 交 于 O 点 且 互 相 平分 (如 图 1. 1. 13). 

从 图 可 以 看 出 : 

AB=AO+OB=0C+DO=DC. 
因此 A 记 //DC 且 |A 意 |=|DCE|， 即 四 边 形 ABCD 为 平行 四 边 形 . 


图 1.1.13 


例 1.1.2 已 知 向 量 a=( 一 3，0,1) 的 始点 A 的 坐标 为 (一 3，1，4)。 求 终点 B 的 坐标 . 

解 设 B=(z，y，z)， 则 a 一 (z 十 3，y 一 1，z 一 4) 一 (一 3，0，1) ， 所 以 z= 一 6， 
y=1,z=5, 即 B=( 一 6, 1, 5). 

例 1.1.3 在 zx 轴 上 求 与 点 A(3，5， 一 2) 和 B( 一 4，1，5) 等 距 的 点 M. 

解 设 M 的 坐标 为 (0,0,<x). 由 题 意 知 


IMA|=|MB|. 
由 式 (1. 1.2) 得 
V3 十 5 十 (一 2 一 xz) 一 V( 一 4)? 十 1 十 (5 一 z)*， 
从 而 解 得 
2 要 
多 


即 所 求 的 点 为 MC0，0，3 子 ). 


例 1.1.4 设 a=(0, 一 1， 2), b= 二 (一 1]，3，4),; 求 a 十 b，2a 一 b. 
解 a+b 二 (0 十 (一 1), 一 1 二 3, 2 十 4)= 二 (一 1, 2,，6); 


高 等 数学 (下 ) 


me—b=(2X0. 2X(—Dr 2 并 轨 一 《一 1 3 村 
0 一 《一 1 —2—8s 4 一 4 一 (1 一 5 从 入 


习题 1.1 


1. 设 向 量 w= 一 24a 十 3b 一 c,， Vv 一 a 一 2b 十 5c， 试 用 a，b,c 表示 3u 一 4v. 
2. 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 指 出 下 列 各 点 在 哪个 卦 限 : 
ACi, —1, 1), BO, 1, —1), CQ, —i, —i), D(C—1, —1, 1 

3. 求证 ; 以 Mi(4，3, 1)，M2(7，1，2)，M;(5，2，3) 三 点 为 顶点 的 三 角形 是 一 个 等 
腰 三 角形 . 

4. 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ， 设 有 户 一 a， 人 方 一 5，M 为 对 角 线 AC 与 BD 的 交点 ,试用 向 
量 a, b 表示 向 量 MA, MC, MB, MV5. 

5. 求 点 P(2， 一 5，4) 到 原点 及 各 坐标 轴 和 各 坐标 面 的 距离 . 

6. 在 yOz 平 面 上 , 求 与 三 个 已 知 点 (3，1，2)，(4， 一 2， 一 2)，(0，5，1) 等 距离 的 点 . 

7. 设 点 PP 在 zx 轴 上 ， 它 到 点 P1(0, V2，3) 的 距离 为 到 点 P,(0，1， 一 1) 的 距离 的 两 倍 ， 
求 点 忆 的 坐标 . 

8. 已 知 两 点 M (0，1，2) 和 M:(1， 一 1，0)， 试 用 坐标 表示 向 量 MIE 及 一 2 MIM. 

9. 设 a= 计 2j 十 3K，0 一 2i 一 27 十 3K， 求 ， (1)a 十 5 (2)a 一 b; (3)2a 一 3b. 

10. 求 平行 于 向 量 a 二 (1，1，1) 的 单位 向 量 . 

11. 求 4 使 向 量 a 一 (X，1，5) 与 向 量 b 二 (2，10，50) 平 行 . 

该 设 点 Ati, 一 1 2),, Bt4, 1， 允 来 

(1) A 访 在 三 个 坐标 轴 上 的 坐标 和 分 向 量 ; 

(2) A 让 的 方向 余弦 . 

13. 已 知 两 点 A(2, V2，5)，B(3，0，4), 求 向 量 A 户 的 模 、 方 向 余弦 和 方向 角 . 


14. 设 向 量 的 方向 角 为 <，B，7， 若 已 知 a== 持 ，B 一 等， 求 


15. 设 向 量 的 方向 余弦 分 别 满足 : (1)cosa 一 0，(2)cosB 二 1]，(3)cosa 一 cosB 二 0. 问 这 些 
向 量 与 坐标 轴 或 坐标 面 的 关系 如 何 ? 

16. 设 M (1， 一 2， 一 3)，M:(2， 一 4， 一 1)， 求 与 MA 平行 的 单位 向 量 ， 

17. 已 知 向 量 ae 一 (一 1，3，2) ，5 一 (2，5， 一 1) ，c 一 (6，4， 一 6)， 证 明 a 一 b 与 c 平 行 . 


18. 设 向 量 + 的 模 是 4， 它 与 4 轴 的 夹 角 是 子 , 求 r 在 u 轴 上 的 投影 . 


Lu 
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1.2 数量 积 与 向 量 积 


1.2.1 数量 积 


1. 数量 积 的 定义 及 运算 规律 
在 物理 中 我 们 知道 ， 设 有 一 个 物体 在 恒 力 f 的 作用 下 沿 直线 运动 ， 以 表示 位 移 ，f 可 
以 分 解 成 在 位 移 方向 的 投影 f， 和 垂直 于 位 移 方向 的 投影 f 两 部 分 ， 仅 f1 对 位 移 做 功 . 记 了 
与 s 的 夹 角 为 0， 则 力也 所 做 的 功 为 
三 王 | 外 |s|cos0. 
上 述 等 式 的 右 端 称 为 了 ，s 的 数量 积 或 点 积 . 


图 1.2.1 


定义 1.2.1 设 a, 是 两 个 向 量 ， 则 数量 |a| |b|cosla, 5b) 称 为 向 量 a 与 的 数量 积 (也 
称 内 积 或 点 积 )， 记 作 a。D， 读 作 *a 点 乘 bp”， 即 
a* b=|al|b|costa, b). 人 二 
特别 地 ， 当 两 个 向 量 中 有 一 个 为 零 向 量 时 ， 有 a "1 一 0. 
由 定义 可 进一步 得 到 以 下 结论 : 
(1) 如 果 式 (1. 2. 1) 中 的 b= 二 a, 那么 有 a*a= |al|:. 
我 们 把 数量 积 a*，a 叫做 a 的 数量 平方 ,并 记 qa*， 即 


= | 训 | 二 人 《信和 
(2) 两 向 量 a 与 上 相互 垂直 的 充 要 条 件 是 
a* b=0. C13 


向 量 的 数量 积 满足 下 面 的 运算 规律 : 对 于 任意 向 量 a. b 及 任意 实数 4*， 有 
@ 交换 律 : a * bp 一 b* a. 

@ 分 配 律 : a . (1 十 c) 一 a :bac. 

@ 关于 数 因子 的 结合 律 : (和 如) *，b 一 A(a*，b) 一 a* (2b), 

图 aa. a=a’: >0(a#0). 

推论 (ha 二 JD) :c=A(a* c) 十 0CD ec). 


和 高 等 数学 (下 ) 


2. 数量 积 的 直角 坐标 运算 
定理 1.2.1 在 空间 直角 坐标 系 下 ， 


设 ae 一 zi 十 7 十 zi 一 (zi 9 2 b=zitysjz k=(r, ys 22), 
则 
a* b= zy Ysa zs 。 , 自 同 着 
证 明 a* b=(nityjteak)* (ri yj zk) 
=x1za (D+Fry i rz le Ry rj D+y yj J) 
二 yiza Cj * Peza ke Dry ke jj) zk * kK), 
即 


a* b=Zziz2 yy zz2. 


进一步 得 到 以 下 结论 : 设 非 零 向 量 ae 一 (zi ，y 2),，b 一 (x:，y2:，z2)， 则 


二 [ 皇 箭 本 = Cl 
向 量 a 与 b 的 夹 角 的 余弦 为 
i 二， Dt Wy 和 了 网; 
lallol 十 外 十 区 双 允 区 十 并 十 客 


1,2.2 向 量 积 


1. 向 量 积 的 定义 及 运算 规律 

定义 1.2.2 向 量 a 与 b 的 向 量 积 (也 称 外 积 或 又 积 ) 是 一 个 向 量 , 记 作 aXb， 读 作 “a 又 
乘 bp”"， 其 模 为 

laxb|=|al |b|sing ， (地沟 翅 

其 方向 与 a, ! 均 垂直 ， 且 按 a，28，axXzb 这 个 顺序 构成 右手 系 . 

aXb 模 的 几何 意义 是 以 a,， 2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 

向 量 积 的 运算 满足 如 下 运算 规律 : 对 任意 向 量 a, b 及 任意 实数 4*4， 有 

(1) 反 交换 律 axb== 一 bXa. 

(2) 分 配 律 ax(b+c)=aXb+aXce, (a+b)Xc=aXc+bxe. 

(3) 与 数 乘 的 结合 律 ” (Ma) Xb 一 A(aXxb) 一 a X (Np). 

2. 向 量 积 的 直角 坐标 运算 


定理 1.2.2 在 空间 直角 坐标 系 下 ， 
设 a=zii yjt+ak=(zs ys 2 b=zii yjitek=(rz, ys 22), 


则 
i jk 
| Fi 之 1 TT  J 
axb= i j++ ks 或 aXb= |zi y zi |. th 
Ja 芯 Zo Ta Ys 
T2 Y2 Ta 
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证 明 axXz 一 (Czi 二 yi 十 = 天 ) X(zoi 十 yz 了 十 zz 天 ) 
=ZX1x2 (EXD+riy GEXJD) 十 ZizsGXK) 十 
yzz( XD+y yj XN yz (j Xk) 
ZiTa (KXD + ys (KX jz za (kXKk) 
一 (zy 一 zz)(EXJ 十 (yz 一 zy FXK)— (rz — Zr) (kXi) 


(Nz — yi (riz —z Ta) (Ti ys — yr) Kk. 
即 
i jk 
1 


axpb 天 6 和 | 


2 22 
Tz Y2 Zz 


1.2.3 向 量 的 关系 及 判断 
由 两 个 向 量 的 数量 积 和 向 量 积 的 定义 易 得 以 下 定理 . 


定理 1. 2.3( 两 向 量 垂直 及 其 判定 ) : 设 a=(zi, yi, 2 ),， b= 二 (xz， yz:，z2)， 则 


4 ba。0 一 0 全 zizz 十 yiyz 十 zz 一 0. 


(1.2.9 


定理 1.2.4( 两 向 量 平行 及 其 判定 ): 设 非 零 向 量 ao 一 (zi，y 21),，b 一 (zs，y2，z)， 则 


ap 马 存 在 实数 4, 使 a 一 轴 
SaXb=0 


(1.2. 10) 


规定 : 零 向 量 0 平行 于 任何 向 量 . 平行 向 量 也 称 共 线 向 量 ， 共 线 向 量 的 方向 或 相同 或 相反 . 
定理 1. 2.5( 三 向 量 共 面 及 其 判定 ); 向 量 a=(x, ys, 21), b=(xo, ys 22), C= (zs, 


y%3，z3)， 则 
TI YW Xl 
Q&，b，c 共 面 全 (CQXb)。c 一 0 全 |z y: zz|=0. 
Ta 3 罗 
例 二 2.1 已 知 la| 一 2，| 引 一 3，(a, 轧 一 和 <， 求 a 0，(a 一 20) (atb)， 
解 ”由 两 向 量 的 数量 积 定义 有 
a* b=|all|b|cos(a, b) 2X3Xcos Sn 2x3xXx( ) 3， 


(a—2b)*。 (a+b)=a* at+a* b—2b*a—2b*b 

2—a.b—2|b|’ 
=2:—(—3)—2X3:= 一 11， 

latb|l’ 一 (ae 十 六 。(a 十 六 一 av， aa DT 二 Da 二 D 


(1 411) 


EC 


=|al:+20%54 15| := 二 2X( 一 二 3: 二 7; 


因此 
latb|=V7. 
例 1.2.2 已 知 点 A(1， 一 2，3)，B(0，1， 一 2) 及 向 量 ao 一 (4， 一 1，0)， 求 aXA 记 及 
APB xa. 
解 AB=(0—Dit[i—(—2)]+(—2—3)k=—i+3j—5k, 
和 让 
axAB=| 4 -1 0 |=(5, 20, 11), 
—1 3 —5 


Ba -aX MB t—6, —00, ily. 
例 1.2.3 在 空间 直角 坐标 系 中 , 设 点 A(4,， 一 1,，2),B(1, 2, 一 2),C(2, 0, 1), 求 
AABC 的 面积 . 
解 ”由 向 量 积 的 模 的 几何 意义 知 ; 以 A 记 ，AC 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 为 | A 记 x AC|. 
十 于 ZB=0-85 3 一 人 BCE=t 玉 ty 一 Ws 因此 


上. 天 
ABxAC 8 | 
| 


所 以 


|ABxAC|= VIETF + = V5, 
故人 ABC 的 面积 为 


V35 


‘Sangc = -i 


例 1.2.4 求 同 时 垂直 于 向 量 ae=(2，2，1) 和 8 一 (4，5，3) 的 单位 向 量 c. 
解 aXb 同时 垂直 a 和 4b， 先 求 得 aXb 一 (1， 一 2，2)， 故 所 求 的 单位 向 量 有 两 个 ， 即 


(i—2j+2hk). 


习题 1.2 


下 = DO 动 ，c=00， 赤 . 动 ,. 未 : 
(Da*b, ave, bee 
(2) aXa, aXxb, axc, bxce. 
2. 已 知 a 二 (1,，0, 0), 5 一 (2，2, 1), 求 a*。b, aXb， 以 及 a 与 b 的 夹 角 余弦 . 


| 骂 
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3. 计算 : 

全 罗 一 站 = 六 (2) (2i 十 37 十 4K) 。K; (3) Gi+57) :i 

4. 设 4a= 一 i 十 2j 十 5k， b= 二 7i 十 2j 一 k， 计算: 

(D ab 及 aXb; (2) (一 2q)，3b 及 aX2b; (3) a, 上 的 夹 角 余 弦 . 

SH G0 2 

6. 求 点 MC1，Y3，1) 的 向 径 OM 与 坐标 轴 之 间 的 夹 角 . 

7. 验证 a=i 十 3j 一 k 与 bp 二 2i 一 j 一 k 垂直. 

8. 已 知 M(l， 一 1,，2)，M;(3，3， 1)，M;(3，1，3), 求 与 WMM，MsM 同 时 垂直 的 
单位 向 量 . 

9. 求 同 时 垂直 于 向 量 a 二 (一 3，6，8) 和 y 轴 的 单位 向 量 . 


10. 已 知 |a|=5, |b|=2, (a, b) 5， 求 c 2a 一 35 的 模 . 


11. 求 以 点 A(1，2，3)，B(3，4，5)，C(2，4，7) 为 顶点 的 三 角形 的 面积 . 
12. 设 向 量 a 一 夺 27 一 上 0 一 2 十 3 天 ， 计 算 aeXD， 并 计算 以 ea, 2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 


a b c 


13. 用 向 量 方法 证 明 三 角形 的 正弦 定理 : 二 A 一 snB 一 sinC 
14. 求 与 向 量 ae 一 (2， 一 1，2) 共 线 且 满足 a。1 一 一 18 的 向 量 b. 


"Xr 


1.3 平面 及 其 方程 


本 节 以 向 量 理论 为 工具 ,在 空间 直角 坐标 系 中 建立 平面 的 方程 . 下 面 我 们 就 给 出 几 种 由 
不 同 条 件 所 确定 的 平面 的 方程 . 


1.3.1 平面 方程 的 几 种 形式 


1. 平面 的 点 法 式 方程 

我 们 知道 在 几何 上 ， 过 空间 中 某 一 点 且 垂 直 于 给 定 方向 的 平面 有 且 只 有 一 个 . 下 面 用 解 
析 式 描述 此 几何 关系 . 

设 平面 也 过 定点 Mo(x。，y。，zo) 且 生 直 于 方向 n 二 (A，B，C)， 则 所 求 平面 方程 为 

A(z 一 如 ) 十 B(y 一 %) 十 Cs 一 如 ) 一 0， 全 名 地 

称 式 (1. 3. 1) 为 平面 的 点 法 式 方程 ， 其 中 我 们 把 垂直 于 平面 荆 的 任何 非 零 向 量 n 称 为 区 的 法 
方向 或 法 向 量 . 

事实 上 ， 如 图 1. 3. 1， 任 取 平 面 工 上 一 点 M(xz，y，z)， 由 已 知 n| 因此 nMW 改 . 


由 
两 向 量 垂直 的 充 要 条 件 ， 可 得 
n* M,M=0. 


MM=(zx—z0, y—yo, z—z0), n=(A, B, CO), 
故 可 得 平面 的 点 法 式 方程 (1. 3. 1). 
注意 这 里 A，B，C 不 全 为 零 ， 否 则 符合 条 件 的 平面 不 唯一 . 


2. 平面 的 一 般 式 方程 
形 如 
Az 十 By 十 Cz 十 D 一 0 (A，B, C 不 全 为 零 ) 仁和 副 
的 方程 称 为 平面 的 一 般 式 方程 ,其 中 (A，B，C) 为 该 平面 的 一 个 法 向 量 . 
事实 上 ， 由 平面 的 点 法 式 方程 A(x 一 x0) 十 B(y 一 yo) 十 C(z 一 2%) 二 0， 可 推出 
4Az 十 By 十 Cz 一 (Azo 十 By 十 Czo) 一 0， 
Le 
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设 D 一 一 Aww 十 By 十 Cz6)》; 则 
Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0 (A，B,C 不 全 为 零 )， 

即 任意 一 个 平面 的 方程 都 是 z+，y，xz 的 一 次 方程 . 反 过 来 ,任意 一 个 含有 x，y，z 的 一 次 方 
程 都 表示 一 个 平面 . 

特殊 地 , 平面 一 般 方程 的 几 种 特殊 情况 如 下 : 

(1) D= 二 0， 即 方 程 具有 形式 Ax 十 By 十 Cx 一 0， 这 时 平面 过 原点 ; 

(2) A 二 0，D 关 0， 即 方程 具有 形式 By 十 Cx 十 D 二 0， 这 时 平面 平行 z+ 轴 ; 

(3) A 二 D 二 0， 即 方程 具有 形式 By 十 Cz 王 0， 这 时 平面 过 工 轴 ， 

(4) 4 一 B 王 0，D 天 0， 即 方程 具有 形式 Cx 十 D 一 0， 这 时 平面 平行 于 zOy 平面 ; 

(5) A 二 B 一 D 一 0， 即 方程 具有 形式 x 一 0， 这 时 平面 为 zxOy 平面 . 

类 似 地 ， 可 讨论 其 他 的 情况 . 

3. 平面 的 截 距 式 方程 

设 三 点 A(a, 0，0)，B(0，0，0)，C(0，0，c) (apc 天 0) 为 平面 匡 与 三 个 坐标 轴 的 交点 
(如 图 1. 3. 2)， 则 该 平面 匡 的 方程 为 


生 十 六 十 之 =1. (二 到 二 


图 1.3.2 


方程 (1. 3. 3) 称 平面 的 截 距 式 方程 . 其 中 a,b,c 分 别 叫 做 该 平面 在 x 轴 、y 轴 和 > 轴 上 
的 截 距 . 
事实 上 ， 所 求 平面 区 的 法 向 量 必 定 同时 垂直 于 A 广 与 AC. 因此 可 取 A 记 与 AC 的 向 量 积 
4 启 XAC 为 该 平面 的 一 个 法 向 量 m， 即 
n=ABxAC. 
由 于 
AB=(t—a, b, WW, AE={—a, 0, o, 


i jk 
n=ABxAC a 0 0|=batad tabk, 


一 二 烤 : 竣 


和 高 等 数学 (下 ) 


即 
n=(bc, ac, ab). 
因此 所 求 平面 五 的 方程 为 
bc(x—a)tac(y—0)+ab(z—0)=0, 


化 简 得 
bcz 十 acy 十 abz 一 abc. 
又 由 于 abc 取 0， 将 两 边 同 除 以 abc， 即 得 该 平面 的 截 距 式 方程 . 
4. 平面 的 三 点 式 方程 
设 平面 工 过 三 点 Miz ys 2), Mo (xo, ys zo), Mslzas ys 23), Mi, M;, Ms 
不 共 线 ， 则 该 平面 卫 的 方程 为 


条 一 的 亲 一 拓 多 一 多 
一 执 ， 济 一 总 和 故 一 筷 0. (1.3.4) 
有 一 的 ”有 一 的 光一 病 


称 式 (1. 3. 4) 为 平面 的 三 点 式 方程 . 
事实 上 ,平面 卫 过 不 共 线 三 点 M, ，M: ，M;， 可 取 法 向 量 为 MMX MiMi 隆 0， 设 平面 
上 任 一 点 M(xz，y，z)， 则 得 平面 方程 为 
MM. (MM x MM )=0, 
即 


《一 而 yg— Ns 2 Im 师 一 和 玫 一 站 0， 


从 而 可 得 平面 的 三 点 式 方程 . 
1.3.2 两 平面 的 位 置 关 系 


设 两 个 平面 忒 与 五 的 方程 分 别 为 
配 : Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 D1 二 0 (Al1，B,，Ci 不 同时 为 零 )， 
下: Azx 十 Bzy 十 Cx 十 D; 二 0 (A,，B;，C; 不 同时 为 零 )， 
则 它们 的 法 向 量 分 别 为 m==(A1, Bi, C1) 和 ns 二 (A;，B;,， Cs). 
我 们 可 以 从 两 个 平面 方程 的 法 向 量 之 间 的 关系 导出 它们 之 间 的 位 置 关 系 ， 如 下 : 


ABC Di 
合 镶 一 二 一 二 汪 二 
(1) 两 平面 重合 售 有 A 一 B,C 一 D, 


人 加 开 仿 , 蕊 
(2) 两 平面 平行 售 m // nz A -BC 


(3) 两 平面 相交 今 A1，B1，C 与 A;:，B;，C; 不 成 比例 , 即 A : Bi : CAs : B; : C;. 


[as_ 
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特殊 地 ， 当 两 平面 相交 时 ,我们 通常 关心 它们 的 夹 角 0， 公 式 如 下 : 


_ |m*n,| 
Im | ln,| 


cosb =cos{m , n:) 


| 
| 二 六 总 二 GG] 


A BiG At B+ GG 


其 中 ， 两 平面 的 夹 角 9 即 为 其 法 向 量 的 夹 角 (nm ， ns)， 且 规定 0<0< 了 . 
进一步 ,我们 又 可 得 出 两 平面 垂直 的 充 要 条 件 : 
I Lem Lam :n=0GAA+BB,+CC,=0. 《3 区 
1.3.3 点 到 平面 的 距离 


在 空间 直角 坐标 系 中 ,， 设 平面 :Az 十 By 十 Cx 十 D 一 0(A，B, C 不 全 为 零 ), 平面 外 一 
点 MGz，w，a)， 可 以 得 到 点 M 到 平面 了 的 距离 为 
_ |Axw+Byo++Czo+t+ DI| 
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例 1.3.1 求 通过 点 Mu(1，3，5) 且 与 xOy 平面 平行 的 平面 方程 . 
解 显然 a 二 (0，0，1) 为 所 求 平面 的 一 个 法 向 量 ， 因 此 所 求 平面 的 方程 为 
0. (zx—1)+0°* (y—3)+1. (z—5)=0, 


即 z 一 5=0. 

例 1.3.2 求 过 两 个 定点 (7，5， 一 2) 和 (一 1,， 4. 3)， 且 在 x 轴 上 的 截 距 是 5 的 平面 的 
方程 . 

解 平面 过 (7，5， 一 2)，( 一 1，4，3)，(5，0，0) 三 点 ， 由 三 点 式 方程 ， 所 求 平面 方程 


为 
六 = 和 证 
2 5 —2|=0, 
—6 4 3 
即 
23z 十 6y 十 38z 一 115 一 0. 
例 1. 3.3 求 过 两 个 定点 A(2, 0，1) 和 B(9，6，1)， 且 平行 于 < 轴 的 平面 . 
解 ”所 求 平面 法 向 量 为 
n=APBxk=(7, 6, 0)X(0, 0, 1)=(6, —7, 0). 
又 平面 过 点 A(2，0，1)， 所 以 平面 的 点 法 式 方程 为 
6(zx—2)—7(y—0)=0, 
即 


6z 一 7y 一 12 一 0. 


高 等 数学 (下 ) 


例 1.3.4 求 过 定点 (7， 一 5，1) 且 过 工 轴 的 平面 方程 . 
解 ” 所 求 平面 过 x 轴 ， 故 A 二 =D 一 0, 设 平面 方程 为 


By+Cz=0. 


又 平面 过 点 (7， 一 5，1)， 所 以 有 一 5B 十 C=0, 令 B=1 得 C=5. 


于 是 所 求 平面 方程 为 


?十 5z 一 0. 


例 1.3.5 求 两 个 平行 平面 x 一 2y 十 3z 十 1==0 与 x 一 2y 十 3z 一 2 二 0 间 的 距离 . 


解 


在 一 个 平面 + 一 2y 十 3z 十 1 二 0 上 任 取 一 点 ， 如 取 点 M( 一 1，0，0)， 则 M 点 到 另 一 


平面 的 距离 即 为 两 平行 平面 间 的 距离 ， 所 以 两 个 平行 平面 间 的 距离 


[2 


[t= 让 A 
十 (一 053 VE 14 


习题 1.3 
1. 指出 下 列 各 平面 的 特殊 位 置 ， 并 画 出 各 平面 . 
(1) x+=0; (2) 3y—1=0; 
(3) 2z 一 3y 一 6 一 0; (4) z 一 V3y 一 0; 
(5) y 十 < 一 1; (6) z 一 2z 一 0; 


(7) 6z 十 5y 一 < 一 0. 


2. 


求 过 点 M(1，2，3)， 以 n 二 (2，2，1) 为 法 向 量 的 平面 方程 . 


3. 求 过 点 A(1，0，0)，B(0，1，0)，C(0，0，1) 的 平面 方程 . 
4. 求 过 原点 及 点 M(1，1， 一 1),， 且 垂直 于 平面 4z 十 3y 十 = 一 1 一 0 的 平面 方程 ， 
5. 求 过 点 (0，0，1) 且 与 平面 3z 十 4y 十 2z 一 1 平行 的 平面 方程 . 
6. 
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求 过 工 轴 和 点 (4， 一 3， 一 1) 的 平面 方程 


. 求 过 点 (1，1，1) 且 垂直 于 平面 zx 一 > 十 一 7 和 3z 十 2y 一 12z 十 5 一 0 的 平面 方程 . 

. 一 平面 过 点 (1，0， 一 1) 且 与 向 量 ae 王 (2，1，1) ,1 一 (1， 一 1，0) 均 平行 ， 试 求 该 平 
面 方程 . 
9. 


求 平面 2 一 2y 十 x 十 5 二 0 与 各 坐标 面 夹 角 的 余弦 . 


10. 求 三 个 平面 x 十 3y 十 z= 二 1]，2x 一 y 一 z= 二 1]， 一 Xx 十 2y 十 2z 二 3 的 交点 . 

11. 分 别 在 下 列 条 件 下 确定 /，m，n 的 值 : 

(1) 使 (1 一 3)z 十 (m 十 1)y 十 (n 一 3)z 十 8 二 0 和 (m 十 3)zx 十 (n 一 9)y 十 (1 一 3)z 一 16 二 0 表示 
同一 平面 ; 

(2) 使 2x 十 my 十 3z 一 5 二 0 与 lx 一 6y 一 6z 十 2 二 0 表示 两 平行 平面 ; 
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(3) 使 zz 十 y 一 3 十 1=0 与 7z 十 2y 一 = 一 0 表示 互相 垂直 的 平面 . 
12. 分 别 依 下 列 条 件 求 平面 方程 : 

(1) 平行 于 坐标 面 zOz， 且 经 过 点 (2,， 一 5，3); 

(2) 过 = 轴 和 点 (一 3，1， 一 2); 

(3) 平行 于 xz 轴 且 经 过 两 点 A(4, 0,， 一 2) 和 BC(5, 1, 7); 


13. 求 点 (2，1，1) 到 平面 x 十 y 一 x 十 1 二 0 的 距离 . 


高 等 数学 (下 ) 


1.4 直线 及 其 方程 


本 节 主 要 在 空间 直角 坐标 系 中 建立 几 种 不 同形 式 的 直线 方程 . 
1.4.1 直线 方程 的 几 种 形式 


1. 直线 的 对 称 式 方程 

我 们 知道 在 几何 上 ， 过 空间 中 某 一 点 且 平 行 于 给 定 方向 可 以 唯一 确定 一 条 直线 . 下 面 用 
解析 式 描 述 此 几何 关系 . 

在 空间 直角 坐标 系 中 ， 设 Mo(x。，yo。，zo) 是 直线 1 上 的 一 个 点 ,v 一 (XX，Y，2) 为 4 的 一 
个 方向 向 量 ， 则 直线 / 的 方程 为 


龙 一 六 一 各 多 二 如 
x y 下 (1.4.1) 


称 式 (1. 4. 1) 为 直线 的 对 称 式 方程 (或 点 向 式 方程 ;， 其 中 ,与 直线 ! 平行 的 任 一 非 零 向 
量 ， 都 可 作为 直线 ! 的 一 个 方向 向 量 . 


图 1.4.1 
事实 上 ， 设 MCz，>，z) 为 直线 ! 上 的 任 一 点 ， 如 图 1.4. 1， 则 MAw， 故 存在 一 个 实 
数 4， 使 得 MM 二 加 . 而 MoM 的 坐标 为 (x 一 x，,，y 一 yp。，z 一 z。)， 因 此 有 
一 2 一 人 X， 
| 
z 一 20 一 AZQ. 


消去 +4， 即 得 直线 ! 的 对 称 式 方程 (1. 4. 1). 
由 于 直线 / 的 方向 向 量 v 了 关 0， 即 X，Y，2Z 不 全 为 零 ， 所 以 特殊 地 有 以 下 情形 : 
(1) 当 有 一 个 为 零 时 ,如 外 =0 时 式 (1.4.1) 转 化 为 


区 
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即 该 直线 与 yOz 平面 平行 . 
(2) 当 有 两 个 为 零 时 ， 如 X=Y=0 时 ， 式 (1.4.1) 转 化 为 
了 一 Zo 一 0， 
人 
即 该 直线 与 x 轴 平 行 . 
2. 直线 的 参数 式 方程 


在 空间 直角 坐标 系 中 ， 设 Mu (x。，yo。，%。) 是 直线 1 上 的 一 个 点 ,rv 一 (X,Y 了 ，2) 为 1 的 一 


个 方向 向 量 ， 则 直线 /的 方程 为 
| 


4y=Y+Yt, ft€E(—o0, +o0). 
be 

称 式 (1. 4.2) 为 直线 的 参数 式 方程 . 

事实 上 ， 对 直线 的 对 称 式 方程 (1.4.1)， 令 


se 


xX 至 包 


即 得 直线 的 参数 式 方程 (1. 4. 2). 
3. 直线 的 一 般 式 方程 
设 两 个 平面 I ，If 的 方程 分 别 为 
lh: Azx+t+Biy+Ciz+D=0, 
Il:: A:z 十 B:y 十 Czz 十 D: 一 0， 
则 这 两 个 平面 的 交 线 ! 的 方程 为 
[Aizt+Biyt+Ciz+D, =0, 
Lee Bg 丰 Ge 县 = 雁 


其 中 Al, Bi, COC 与 A,， B,, Cs; 不 成 比例 . 称 式 (1.4. 3) 为 直线 的 一 般 式 方程 . 


(1.4.2) 


(1.4.3) 


事实 上 ,空间 任 一 条 直线 都 可 看 成 是 通过 该 直线 的 两 个 平面 的 交 线 ， 同 时 空间 两 个 相交 


平面 确定 一 条 直线 ， 所 以 将 两 个 平面 方程 联 立 起 来 就 代表 空间 直线 的 方程 
1.4.2 直线 方程 的 一 般 式 与 对 称 式 相互 转化 


1. 直线 方程 的 一 般 式 转化 成 对 称 式 
已 知 直线 方程 的 一 般 式 ， 如 式 (1.4.3)， 下 面 将 其 转化 成 直线 的 对 称 式 . 


首先 我 们 知道 式 (1.4.3) 中 的 两 个 平面 的 法 向 量 分 别 为 下 一 (A，B，C)， 


1 一 所 有 


23| 


> 
高 等 数学 (下 ) 


By; Gj): 国 为 击 了 态 疯 ]1 所 以 可 到 


| CG CGC A A! BB, 

mXm= » » 

B, C: C: A;, A: B; 

为 /的 方向 向 量 . 在 直线 1! 上任 取 一 点 , 设 为 Mi (zu，y，za)， 于 是 交 线 1 的 对 称 式 方程 为 
TH yh SC— wi 
B, C eA | BE B, | 
BC C: As A: B, 


2. 直线 方程 的 对 称 式 转 化 成 一 般 式 
已 知 直线 方程 的 对 称 式 ， 如 式 (1.4.1)， 下面 将 其 转化 成 直线 的 一 般 式 . 
设 式 (1.4. 1) 中 的 方向 向 量 的 坐标 分 量 X，Y，Z 都 不 等 于 0, 分 列 式 (1. 4. 1) 为 两 个 等 


式 , 得 
光一 3 一 
车 于 
| y— yo 一 攻 
了 


整理 即 可 得 到 直线 方程 的 一 般 式 (1. 4. 3). 
1.4.3 室 间 中 两 条 直线 的 位 置 关系 


设 两 条 直线 4 与 1 的 方程 分 别 为 


上 人 方向 向 量 w=(Xi, YY 21), Mi=(zi, ys 1)Els 


= 方向 向 量 w=(Xs, Ys, Z2), Mi=(z2, ys 22)€E Ll. 
2 


bX 
4 与 4 有 如 下 位 置 关系 : 
(D4 与 4 重合 Sn /rw// MM 
OX :YY :ZZ=X :YY :2 一 (z 一 Zi) : (一 匀 ) (zs—21)s 
(2) 4 与 志平 行 忆 mm 且 不 平行 于 MA 
OX :YY :DZ 一 X2 :YY :2Z 天 (z 一 Zi) : (yy 一 放 ) 2: (2 OO—21)s 
(3) 4 与 ls 相交 针 mm， 天 ，MA 共 面 且 w ，wm 不 共 线 
TT Jo 一 hi 于 一 罚 
S| xX Y, Z |=0, 8B Xi : Yi: ZX: YY,: 2,. 
be 六 
(D4 与 4 异 面 Sw， MMC 不 共 面 
Tm NN 


兮 | XI 于 Z1 | 去 0. 
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当 两 直线 4 与 2 相交 时 ， 所 形成 的 4 个 角 中 ， 不 大 于 方 的 那 对 对 顶 角 0 叫做 这 两 条 直线 
的 夹 角 . 公式 如 下 : 


cos0= | costm ， 交 | 一 | | Cl 


注 (1) 车 4N1l;， 规定 4 与 ls 的 夹 角 为 0; 

(2) 对 于 异 面 直线 ， 可 把 这 两 条 直线 平移 至 相交 状态 ， 此 时 ， 它 们 的 夹 角 称 为 异 面 直线 
的 夹 角 ; 

(3) 车 站 上 0 合同 ， 严 一 0 全 XXX 十 YY: 十 2 Do 一 0. 


1.4.4 直线 与 平面 的 位 置 关系 


在 空间 中 ， 直 线 与 平面 的 位 置 关系 有 三 种 : 直线 在 平面 上 ， 直 线 与 平面 平行 ， 直 线 与 平 
面相 交 ， 它们 的 位 置 关系 可 以 通过 平面 工 的 法 向 量 n 二 (A，B， 0) 与 直线 ! 的 方向 向 量 "一 
(X，Y，2) 的 关系 来 判定 . 


设 直线 :一 了 一 直线 过 点 M (zh，y，%)， 方 向 向 量 为 v= (X,Y, 2); 


平面 :Azx 十 By 十 Cz 十 D0, 法 向 量 为 ==(A,， B,C). 
则 :与 也 有 如 下 位 置 关系 ; 
(1) 7 在 世上 全 rwVE， 且 Mo 在 世上 
Sv*n 一 0, 且 M 在 I 上 
AX+BY+CZ=0 且 Azo+Byo+Czo+D=0; 
(2) IWISv/IH, 且 M 不 在 I 上 
Sv*n 二 0, 且 M 不 在 I 上 
AX+BY+CZ=0 有 Az 十 Bw 十 Cm 十 D 天 0 
(3) /与 也 相交 兮 "与 五 不 平行 拓 AX 十 BY 十 CZ 天 0. 
其 中 ， 当 直线 1 与 平面 工 相交 时 ,我 们 常 考虑 其 交角 的 大 小 ， 将 直线 与 它 在 平面 上 的 投 


影 之 间 的 夹 角 0(0<0< 序 )， 称 为 直线 与 平面 的 夹 角 ( 如 图 1.4. 2). 公式 如 下 ， 


| va |AX+BY+CZ| 


让 一 一 一 . (1.4.5) 
lvila| Vx .VATB TC 


sin0= cosg 


直线 /与 平面 荆 的 法 线 之 间 的 夹 角 为 p， 则 90 一己 一 多 
特别 地 ， 直 线 与 平面 垂直 的 判定 如 下 ， 


六 
A B 


ILLSvr/neSrxn=0 = 名. 


和 高 等 数学 (下 ) 


1.4.5 点 到 直线 的 距离 


在 空间 直角 坐标 系 中 ， 设 直线 /; = 方向 向 量 "一 (X，Y，Z)， 


zo0)， 可 以 得 到 点 M 到 平面 ! 的 距离 为 


Mi=(xi， yw，z1)EL， 直线 外 一 点 M(xo，yo， 


_ yxMMI 


,| 加 一 四” 为 一 妆 | wo—u Wo—zr| [wo 一 加 
于 十 
你 ZZ 区 2 X 到 


例 1.4.1 求 过 两 点 (1，0， 一 2) 及 (0，2，3) 的 直线 方程 . 
解 ” 所 求 直 线 的 方向 向 量 可 取 为 "一 (1， 一 2， 一 5)， 故 所 求 直 线 的 对 称 式 方程 为 


d 


(1.4.6) 


例 1.4.2 求 过 点 M(C0，1， 一 3) 且 与 平面 也 :， y 十 x 二 1 和 有 下 : x 一 2y 十 4z 二 5 都 平行 的 


直线 方程 . 
解 ” 所 求 的 直线 与 廿 与 下 都 平行 ， 即 与 蔬 ， 下 的 法 向 量 岂 ，m 都 垂直 ， 其 中 
m=(0, 1, 1), n=(l1, —2, 4). 


因此 可 用 nm X ns 作为 直线 的 一 个 方向 向 量 "， 则 


类 四 法 
v=m Xn,= |0 1 1|=6i+j—k, 
和 一人 


即 "一 (6，1， 一 1)， 于 是 所 求 直 线 的 方程 为 
ww 


6 1 = 
ZX 十 y 十 z= 二 5， 
3z 一 3y 十 5z 一 7 


例 1.4.3 将 直线 方程 化 为 对 称 式 方程 . 


解 ” 由 直线 方程 的 一 般 式 可 得 
mXm=(1, 1, 1)X(3, —3, 5)=2(4, —1, —3). 
| 
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于 是 ,直线 的 方向 向 量 取 为 "一 (4， 一 1 


(0. 


一 有 
全， 是 ) ， 于 是 直线 的 对 称 式 方程 为 


- 由 方程 可 求 出 直线 上 的 一 个 定点 


9 。 世 
汕 党 于 .要 
4 一 = 
一 十 ?十 z 一 3 一 0， 
例 1.4.4 判定 直线 1， 二 一 写 二 2 与 5， 人 的 位 置 关系 


解 由 4 与 4s 的 方程 容易 知 ， 4 与 4: 的 方向 向 量 可 分 别 取 为 
=(0, 3, 3), y, 


mXns=(l, 1, 1)xX(0, 1, 1)=(0, —1, 1). 
两 个 方向 向 量 不 平行 ， 因 此 直线 4 与 /; 既 不 重合 也 不 平行 , 又 Mi 二 (0, 0,6) El， 
Ms 一 (1，2，0)Els， 可 知 MiM, 一 (1，2， 一 6),， 因此 有 


1 0 0 
2 3 一 !|=6 天 0， 


一 全 六 
所 以 与 1: 为 异 面 直线 . 


例 1.4.5 判断 下 列 直线 7 与 平面 了 的 位 置 关 系 , 车 相交 ， 求 出 交点 坐标 . 


是 -本 本 这. 鱼 
(1) HI: 2z+y—z=0, li: 1 1 3 
十 y 十 5 一 1， 
(2) I: xz—y+2z=0, l: 
2z 十 3z 一 1; 
有 要 1 
(3) HI: z+2y—5z—11=0, /: 了 二 2 3 
解 


(1) 由 平面 和 直线 的 方程 容易 知 ， 直 线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 向 量 可 分 别 取 为 
?一 (1 1; 3), n=(2, 1 一 1)， 
可 知 "w。m 一 0. 又 直线 上 有 一 点 Mo(1， 一 1，0) 不 在 世上 ,因此 WWI. 
(2) 由 平面 和 直线 的 方程 知 ， 直 线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 向 量 可 分 别 取 为 
Y=m X1zz 一 (1，1，1)X(C2，0，3) 
故 可 知 v。n=0. 又 直线 上 有 一 点 M,( 去 ,去 0) 在 有 上 ， 因 此 /在 厅 内 
(3) 由 平面 和 直线 的 方程 容易 知 ， 直 线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 向 量 可 分 别 取 为 
?=(2, —2, 3), n=(1, 2, 
故 可 知 v。n 了 0， 即 v 与 卫 不 平行 ， 因此 14 与 开 相交 . 


(3, —1, —2), n=(1, 


1, 2), 


5)， 


习题 1.4 


1. 求 过 点 Mi (1， 一 1，3) ，M2:( 一 1，0，2) 的 直线 方程 . 


和 高 等 数学 (下 ) 


2. 求 过 点 (1，1， 


六 一 一 和 
1) 且 与 直线 一 一 


3. 求 过 点 (0，2，4) 且 与 两 平面 x 十 2z 二 0，y 一 3z 二 2 平行 的 直线 方程 . 


4. 求 过 点 M(1， 
5. 求 过 点 A(2， 


一 5，3) 且 与 zx，y，z 三 轴 分 别 成 60”， 
一 3， 4) 且 和 >y 轴 垂 直 相 交 的 直线 方程 . 


光一 


45 ，120 的 直线 方程 . 


守重 直 的 直线 方程 


6. 求 过 点 M(1，0， 一 2) 且 与 两 直线 =- - a 
7. 求 过 点 M(2， 一 3， 


= 


一 5) 且 与 平面 6x 一 3y 一 5zx 十 2 二 0 垂直 的 直线 方程 . 


8. 求 过 点 M(0，1，0) 且 与 两 平面 x 一 2y 一 1 二 0 和 yy 十 3z 
7X—y 十 z= 二 1， 

9. 用 对 称 式 方程 及 参数 方程 表示 直线 | 
ZX 十 y 十 z 二 4. 


Oe 


4 一 0 都 平行 的 直线 方程 . 


10. 将 直线 的 对 称 式 方程 瑟 一 > 了 一 化 为 参数 方程 和 一 般 方程 


4 


45 十 39 十 25 一 1 一 
11. 求 过 点 (号 ， 一 1， 一 1) 且 与 直线 | 


0， 
垂直 的 平面 方程 . 


2z 十 7y 一 6z 十 5 二 0 
12. 求 过 点 (1，2，3) 且 通过 直线 一 盖 一 -入 的 平面 方程. 
X=21—3， 
13. 求 过 点 M(2，1，0) 且 与 直线 41y 一 3t 十 5， 垂直 的 平面 方程 . 
z=t 
5z 一 3y 十 3z 一 9 一 0， 2z 十 2y 一 z 十 23 一 0， 
14 求 直线 | 与 | 的 夹 角 的 余弦 . 
37x—2y 十 z 一 1 二 3z 十 8y 十 < 一 18 王 0 
六 一 1] 和 让】 着 ey 六 入 区 
15. 求 直线 z 1 一 2 一 < 和 直线 -一 2 一 部 的 夹 角 . 
16. 确定 下 列 各 组 中 的 直线 和 平面 间 的 关系 . 
[mM. 3 井 
(1) = 7 3 与 4 2y 一 2z 一 3; 
(2) 和 了 与 3z 2y 十 7z 一 8; 
(3) 三 = 与 xz 十 y 十 一 
ZX 十 y 一 3z 一 5 二 0， 
1 与 2z 一 2y 一 7 一 0; 
一 步 一 % 一 32 十 1 一 
一 3t， 
(5) | 与 x 十 y 十 xz 一 10==0 
z= 一 4t—4 
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1.5 曲面 及 其 方程 


与 平面 解析 几何 中 曲线 与 方程 的 定义 相仿 ， 可 以 定义 空间 曲面 的 方程 . 

定义 1.5.1 如 果 曲 面 王 与 方程 F(z，y，z) 一 0 满足 以 下 条 件 ， 

(1) 曲面 了 上 每 一 点 的 坐标 都 满足 方程 F(x，y,， zx) 二 0; 

(2) 以 满足 方程 F(x，y，z) 二 0 的 解 为 坐标 的 点 都 在 曲面 上 

称 方程 F(zx，y，x) 二 0 为 曲面 的 方程 ， 称 曲面 为 此 方程 的 图 形 . 

本 节 介 绍 常见 的 二 次 曲面 ， 即 其 方程 是 关于 x+，y，z 的 二 次 方程 ,包括 球面 、 椭 球面 、 
双 曲 面 、 抛 物 面 、 某 些 柱 面 及 旋转 曲面 . 


1.5.1 球面 
空间 中 与 某 个 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 为 一 个 球面 . 定点 称 为 球 心 ， 定 长 称 为 球 
的 半径 . 


设 定点 C(xo。，yo，xo)， 定 长 为 R， 则 以 C 为 球 心 ， 以 R 为 半径 的 球面 方程 为 
t=m ty—% +(e—m =R. tS 
事实 上 , 设 M(x，y，x) 是 球面 上 任 一 点 ， 则 有 
IMEI=R, 


即 


V(r—zo0) +(y—y) (2—z) =R. 
两 边 平方 ， 即 得 到 式 (1. 5. 1). 
反之 , 车 M(xz，y，z) 的 坐标 满足 式 (1.5.1)， 则 总 有 |MCE| 二 R， 所 以 式 (1.5.1) 为 以 
Clzo，yo，%o) 为 球 心 ， 以 尺 半 径 的 球面 方程 . 


特别 地 ， 以 坐标 原点 为 球 心 ， 以 尺 半 径 的 球面 方程 为 
妇 十 到 十 空 一 及 2. Wi 
1.5.2 椭 球 面 
由 方程 
于 十 其 十 所 ==1 (a>0,. b>0, ec0) Ch. 


所 确定 的 曲面 称 为 裙 球面 .a,b，c 称 为 椭 球 面 的 半 轴 . 式 (1. 5. 3) 称 为 椭 球 面 的 标准 方程 . 
下 面 讨论 椭 球 面 的 性 质 及 图 像 . 


和 高 等 数学 (下 ) 


1， 图 形 的 范围 
由 式 (1. 5.3) 显 然 有 


az 和 co， 一 和 0 一 c 委 zx 和 

因此 ， 椭 球面 在 z 一 士 ，y 一 土 0，x 一 士 c 这 六 个 平面 所 围 成 的 长 方 体内 . 

2. 对 称 性 

以 一 z 代替 方程 中 的 x, 方程 不 变 ， 说明 点 (r+，y，x) 和 关于 yOz 平面 对 称 的 点 (一 z， 
y，z) 都 在 椭 球 面 上 ， 即 椭 球 面 关 于 yO 平面 对 称 . 同 理 ， 椭 球面 也 关于 xzOz 平面 和 xzOy 平 
面 对 称 . 

以 一 x+， 一 y 代替 方程 中 zx，y， 方程 不 变 ， 说明 椭 球面 关于 = 轴 对 称 . 同 理 ， 椭 球面 也 
关于 y 轴 、z 轴 对 称 . 

以 一 +， 一 y， 一 z 代替 方程 中 的 zx，y，=， 方 程 不 变 ， 因 此 椭 球 面 关 于 原点 对 称 . 

椭 球 面 与 三 个 坐标 轴 的 六 个 交点 ( 士 w，0，0) ，(0,， 士 0，0)，(0，0， 士 c) 称 为 枯 球 面 的 
顶点 . 

3. 椭 球面 的 截 痕 

用 平行 于 坐标 平面 的 平面 去 截 曲 面 ， 所 得 的 交 线 称 为 该 曲面 的 截 痕 . 


图 1.5.1 


用 一 组 平行 于 zOy 平面 的 平面 = 一 A( | | 三 c) 去 截 椭 球 面 ， 截 痕 方 程 为 


站 
(te 1， 


之 一 几 。 
这 组 截 痕 为 椭圆 ， 并且 || 越 大 ， 椭 圆 越 小 . 当 |h|==c 时 ， 截 痕 缩 成 两 点 (0，0，c) 和 
(0，0， 一 c). 
当 /A 一 0 时 ， 即 用 zOy 平面 去 截 椭 球 面 ， 得 到 的 截 痕 最 大 . 
同样 ， 用 平行 于 >Oz 平面 和 zxOrzx 平面 的 平面 去 截 椭 球 面 能 得 到 类 似 的 结果 . 
综 上 ， 可 以 得 到 椭 球 面 的 形状 如 图 1. 5. 1 所 示 . 
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1.5.3 双 曲 面 


双 曲 面 由 图 形 的 特点 分 为 单 叶 双 曲 面 和 双 叶 双 曲 面 . 
1. 单 叶 双 曲面 
由 方程 
| (a>0, b>0, ce>0) 
所 确定 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲面 . 
下 面 讨论 单 叶 双 曲面 的 图 形 . 
显然 ， 单 叶 双 曲面 关于 各 坐标 轴 、 坐 标 平 面 及 原点 对 称 . 
用 一 组 平行 于 zOy 平面 的 平面 z==h 去 截 它 ， 截 痕 为 椭圆 ， 其 方程 为 


|4| 越 大 ， 椭 圆 越 大 . 

用 yO 平面 截 曲面 ， 得 到 一 条 实 轴 为 y 轴 的 双 曲 线 . 
用 zxOz 平面 截 曲面 ， 得 到 一 条 实 轴 为 工 轴 的 双 曲 线 . 
因此 ， 单 叶 双 曲面 的 图 形 如 图 1. 5. 2 所 示 . 


注 方程 互 一 冰 十 所 一 1 和 一 气 十 点 十 气 一 1 也 都 是 单 叶 双 曲面 


D a pb 
2. 双 叶 双 曲 面 
由 方程 
关 一 所 = 一 1 (a>0, b>0, eS0) 
所 确定 的 曲面 称 为 双 叶 双 曲 面 . 


用 > 一 /去 截 双 叶 双 曲面 ， 截 痕 方 程 为 


五 十 点 一 所 一 1， 
- 


三 cc 
z 二 h. 
当 |h| 二 c 时 , 无 截 痕 ; |h| 二 c 时 ， 截 痕 为 两 点 (0，0,， 士 c); 当 |h| 之 ce 时 
圆 ， 且 |h| 越 大 ,椭圆 越 大 . 
用 >Oz 平面 去 截 它 ， 截 痕 是 一 条 实 轴 为 = 轴 的 双 曲 线 . 
用 xOrz 平面 去 截 它 ， 截 痕 是 一 条 实 轴 为 轴 的 双 曲 线 . 
因此 ， 双 叶 双 曲面 的 图 形 如 图 1. 5. 3 所 示 . 


妆 2 sa 2 2 a 
注 方程 ee 1 和 人 1 也 是 双 叶 双 曲 面 . 


(1.5.4) 


《1.5. .5 


， 截 痕 为 椭 


EC 


图 1.5.3 
1.5.4 抛物 面 
常见 的 抛物 面 有 椭圆 抛物 面 和 双 曲 抛物 面 . 
由 方程 
ge (a>0, b>0) (1.5.6) 
a 
所 确定 的 曲面 称 为 椭圆 抛物 面 . 
由 方程 
5 (a>0, b>0) Cl:5:79 
a b 
所 确定 的 曲面 称 为 双 曲 抛物 面 , 


用 截 痕 法 可 得 到 它们 的 图 形 分 别 如 图 1. 5. 4 与 图 1. 5. 5 所 示 ， 
注 “ 双 曲 抛物 面 的 图 形 形 状 很 像 马鞍 ， 因 此 也 称 马鞍 面 . 


图 1.5.4 


1.5.5 柱 面 


用 直线 二 沿 空间 一 条 曲线 下 平行 移动 所 形成 的 曲面 称 为 柱 面 . 动 直 线 工 称 为 柱 面 的 母 
线 ,， 定 曲线 古称 为 柱 面 的 准 线 ， 如 图 1. 5. 6 所 示 . 

常见 的 柱 面 有 : 

(1) 圆柱 面 : x 十 y 一 R*( 如 图 1. 5. 7). 


[az 
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三 水 


母线 L 
准 线 T 
国王 呈 8 图 1.5.7 
(2) 椭圆 柱 面 ， 五 十 中 一 1( 如 图 1.5.8)， 


人 
SS 


2 
(3) 双 曲 柱 面 : 知 一 夺 ==1 (如 图 1. 5.9). 


(4) 抛物 面 zx? 二 2py( 如 图 1. 5. 10). 


图 1.5.8 图 1.5.9 图 1.5.10 


注 若 曲 面 方程 为 FCz，>y) 一 0， 则 它 一 定 是 母线 平行 于 = 轴 ， 准 线 为 xOy 平面 的 一 条 
曲线 工 ( 工 在 平面 直角 坐标 系 中 的 方程 为 F(x，y) 二 0) 的 柱 面 . 如 圆柱 面 x 十 y* 一 R*， 它 就 是 
以 zOy 平面 上 的 圆 作为 准 线 ， 以 平行 于 * 轴 的 直线 作为 母线 形成 的 柱 面 . 


1.5.6 旋转 曲面 


一 条 平面 曲线 丁 绕 同一 平面 内 的 一 条 定 直 线 L 旋转 所 形成 的 曲面 称 为 旋转 曲面 . 曲线 卫 
称 为 旋转 曲面 的 母线 ， 定 直线 工 称 为 旋转 曲面 的 旋转 轴 ， 简 称 轴 . 
前 面 讲 过 的 球面 、 圆 柱 面 等 都 是 旋转 曲面 . 
定理 1.5.1 设 母线 卫 在 yOz 平面 上 ， 它 的 平面 直角 坐标 方程 为 
F(y, z)=0, 
则 工 绕 z 轴 旋 转 所 成 的 旋转 曲面 3 的 方程 为 
F(t Vrt+y, z)=0. 网 


高 等 数学 (下 ) 


证 明 首先 ， 如 图 1.5.11, 设 M(rz，y， xz) 为 旋转 曲面 上 的 任 一 点 ,并 假定 M 点 是 由 曲 
线 卫 上 的 点 Mo(0，yo。，zo) 绕 z 轴 旋 转 到 一 定 角度 而 得 到 的 . 因而 x 二 zo， 且 点 M 到 xz 轴 的 
距离 与 Mu 到 < 轴 的 距离 相等 . 而 M 到 < 轴 的 距离 为 Vr 十 yy，M, 到 = 轴 的 距离 为 Vy? 一 
|yw|， 故 y== 士 Vz 十. 又 因为 Mo 在 和 上 ， 因 而 F(y。，zo) 二 0, 将 上 式 代 入 得 

F(tVrii+y, 2)=0, 
即 旋 转 曲 面 上 任 一 点 M(x，y，x) 的 坐标 满足 方程 
F(+Vrt+y, zx)=0. 
其 次 ， 若 点 M(x，y，z) 的 坐标 满足 方程 F( 士 Vz 十 yw ，xz) 二 0， 则 不 难 证 明 ME SS. 
于 是 ， 该 旋转 曲面 的 方程 为 


F(+Vrt+y, x)=0. 

注 ”此 定理 说 明 ， 若 旋转 曲面 的 母线 荆 在 yOz 平面 上 ， 它 在 平 
面 直角 坐标 系 中 的 方程 为 FCy，z) 一 0， 要 写 出 曲线 卫 绕 > 轴 旋 转 
的 旋转 曲面 的 方程 ， 则 只 需 将 方程 FCy，x)=0 中 的 y 换 成 士 
VT 十 y 即 可 . 
同 理 ,曲线 厂 绕 y 轴 旋 转 的 旋转 曲面 的 方程 为 F(y， 土 
VT 十 2 ) 二 0， 即将 F(y，x) 一 0 的 = 换 成 士 Vz 十 之 . 

反之 ， 一 个 方程 是 否 表示 旋转 曲面 ， 只 需 看 方程 中 是 否 含有 两 
个 变量 的 平方 和 . 

如 在 yO= 平面 内 的 椭 加 次 二 所 一 1 绕 < 轴 旋 转 所 得 到 的 旋转 昌 


面 的 方程 为 


该 曲面 称 为 旋转 机 球 面 ， 
例 1.5.1 求 xOy 平面 上 的 双 曲 线 革 一 革 一 1 绕 工 轴 旋 转 形成 的 旋转 曲面 的 方程 
解 由 于 绕 x 轴 旋转 ， 只 需 将 方程 


更 及 
9g 4-l 
中 的 y 换 成 士 Vy 十 > 即 可 所以， 所 求 的 旋转 曲面 的 方程 为 
,i 
可 4 =1. 


该 曲面 为 旋转 双 叶 双 曲 面 . 
例 1.5.2 求 出 下 列 旋 转 曲面 的 方程 : 


[2 
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CD xzOy 平面 上 的 圆 到 十 点 一 1 绕 之 轴 和 绕 y 轴 旋 转 ; 
(2) zOz 平面 上 的 抛物 线 x 一 az 绕 对 称 轴 旋 转 ， 

(3)yO= 平面 上 的 双 昌 线 一 点 十 所 一 1 绕 实 轴 和 虚 轴 旋转 ; 
(4) xOy 平面 上 直线 yar+b 绕 x 轴 和 y 旋转 . 

解 (1) 绕 z 轴 旋转 所 得 旋转 面 的 方程 为 区 十 十 生 一 1; 


绕 y 轴 旋转 所 得 旋 续 面 的 方程 为 = 南 生 十 光一 1. 


上 述 曲 面 称 为 旋转 椭 球 面 (图 1. 5. 12). 
(2) 绕 对 称 轴 (z 轴 ) 旋 转 所 得 旋转 面 的 方程 为 x 十 y 二 az， 称 此 曲面 为 旋转 抛物 面 (图 
1. 5..13). 


1.5. 13 
(3) 绕 实 轴 (= 轴 ) 旋 转 所 得 旋转 面 的 方程 为 一 二 点 宇 十 所 一 1， 称 此 曲面 为 双 叶 旋转 双 曲 


面 (图 1. 5. 14)， 绕 虚 轴 (y 轴 ) 旋 转 所 得 旋转 面 的 方程 为 一 点 十 壹 吉大 一 1， 称 此 曲面 为 单 叶 族 
转 双 曲面 (图 1. 5. 15). 


T 
1.5.14 


(4) 绕 zz 轴 旋 转 所 得 旋转 面 的 方程 为 土 Vy 十 2 二 ax 十 b, 即 交 十 之 一 (az 十 02， 是 顶点 
在 (一 全，0，0) 的 贺 詹 面 ; 绕 y 轴 旋转 所 得 施 转 面 的 方程 为 y= 十 a VE 于 可 十 0， 即 (> 一 0 


二 a: (十 x2)， 它 是 顶点 在 (0, 5，0) 的 圆锥 面 . 
特别 地 ， 若 5 二 0， 即 母线 为 经 过 原点 的 直线 y 一 az， 则 绕 工 或 y 轴 旋 转 而 成 的 圆锥 面 的 
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高 等 数学 (下 ) 


顶点 


何 种 


都 在 原点 ， 方 程 分 别 为 az? 二 yy 十 2 和 y= 二 a* (十 z?). 


习题 1.5 


1. 一 动 点 移动 时 ,与 点 A(4，0，0) 及 zOy 面 等 距离 ， 求 该 动 点 的 轨迹 方程 . 

2. 一 动 点 到 xz 轴 的 距离 与 它 到 点 (1，2,，0) 的 距离 相等 , 求 动 点 的 轨迹 方程 ， 并 指出 是 
曲面 . 

3. 求 下 列 各 球面 的 方程 : 

(1) 球 心 (2， 一 1，3)， 半 径 为 R=6; 

(2) 球 心 在 原点 ， 且 经 过 点 (6， 一 2，3); 

(3) 一 条 直径 的 两 端点 是 (2， 一 3, 5) 与 (4, 1,， 一 3); 

(4) 通过 原点 与 点 (4，0，0)，(1，3，0)，(0，0， 一 4). 

4. 求 下 列 旋转 曲面 的 方程 

(1) 将 xOy 坐标 面 上 的 抛物 线 y 二 5z 绕 xz 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 ; 


(2) 将 Oz 面 上 的 双 曲 线 亏 一气 一 1 分 别 绕 z 轴 和 < 轴 旋 转 一 周 所 生成 的 旋转 曲面 方程 ， 


(3) 将 zOy 上 的 曲线 4 一 16y 二 100 分 别 绕 工 轴 和 >y 轴 旋 转 一 周 所 生成 的 旋转 曲面 方程 . 
5. 指出 下 列 曲面 哪些 是 旋转 曲面 . 如 果 是 旋转 曲面 ， 说明 它 是 如 何 产 生 的 . 


(1) 好 十 到 十 至 一 1; (2) z+2y:+32 =1; 
3) 2 证 芝 1， .4 
(3) ga 1; 人 过 下 二 交 1s 
(5) xz: —y—z=1; (6) xz’+y—2z=0. 
6. 指出 下 列 方程 在 平面 直角 坐标 系 和 空间 直角 坐标 系 中 分 别 表示 什么 图 形 . 
一 1，; 
(1) y=5x; (2) 9 十 16 1; 
(3) x:—y=1s (4) y=4x. 
7. 指出 下 列 曲面 的 名 称 ， 并 作 图 . 
型 ,型 "i 
C13 Ttas-l; (2) y 一 2z; 
内 2 2 到 yy : 
(3 z+y 十 2 一 2 一 1 (4) 下 六 和 二 本 
8. 画 出 下 列 各 曲面 所 构成 的 立体 图 形 ， 
(1) 3z 十 4y 十 2z 一 12 二 0 与 三 个 坐标 平面 所 围 成 


(2) 2y= 二 zx，Zz 十 y 十 z= 二 1，z 二 0 所 围 成 ; 

(3) zz 十 一 R* ,x 十 二 R? 所 围 成 ; 

(4) z 一 0，zx 一 a(a 盖 0)，y 一 z， 了 好 十 风 一 1 及 z=0 在 第 一 卦 限 部 分 ; 
(5) z= Va —zx —y, x+y =ar(a>0), z=0; 

(6) z= Vr Hy, zy =2r, z=0. 


第 1 章 空间 解析 几何 初步 


1.6 曲线 及 其 方程 


我 们 知道 ， 直 线 就 是 两 个 平面 的 交 线 ， 它 的 方程 就 是 联 立 两 个 平面 方程 的 方程 组 . 类 似 
地 ， 空 间 中 的 曲线 可 以 看 作 是 两 个 曲面 的 交 线 ， 这 时 曲线 上 的 点 同时 在 两 个 曲面 上 ， 即 曲线 
上 的 点 的 坐标 同时 满足 两 个 曲面 的 方程 ， 反 之 亦 然 . 


1.6.1 室 间 曲线 方程 的 概念 及 几 种 不 同形 式 的 曲线 方程 


定义 1.6.1 设 曲 面 3, 的 方程 为 Fi(x,y,z) 一 0 ， 曲 面 5 的 方程 为 F(x,y,zx) 天 0 ， 则 
满足 方程 组 
[F(zys) =0, 
| (1.6.1) 
| 已 (zyvz) 一 0 


的 点 的 轨迹 叫做 曲线 ， 该 方程 称 为 曲线 的 方程 (如 图 1. 6. 1). 


图 1.6.1 


1. 空间 曲线 的 一 般 方 程 

形 如 式 (1.6.1) 的 空间 曲线 方程 称 为 一 般 方程 . 

2. 空间 曲线 的 参数 方程 

曲线 从 本 质 上 来 说 是 一 维 图 形 ， 即 曲线 上 任何 一 点 ， 如 果 确 定 了 一 个 坐标 ， 另 外 两 个 坐 
标 也 就 跟着 被 确定 了 ， 也 就 是 说 它 只 有 一 个 自由 度 . 这 个 本 质 决 定 了 如 果 它 的 方程 用 参数 表 
示 ， 那 么 参数 就 只 能 有 一 个 . 因此 曲线 参数 方程 的 一 般 形式 应 该 是 


r= XD), 


pp | 夸 右 坊 


1.6.2 室 间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 


1. 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 曲线 
对 一 般 的 空间 曲线 厂 ， 以 为 准 线 ， 作 母线 平行 于 < 轴 的 柱 面 3:， 称 5: 与 xOy 平面 的 
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高 等 数学 (下 ) 


交 线 工 - 为 了 在 zOy 平面 上 的 投影 曲线 (简称 投影 )， 称 柱 面 3. 为 卫 关 于 xzOy 平面 的 投影 柱 面 
(如 图 1. 6.2 ). 


二 
-Y 


图 1.6.2 


类 似 地 ， 若 柱 面 的 母线 平行 于 工 轴 或 y 轴 ， 得 到 的 是 卫 在 yOx 平面 或 Oz 平面 上 的 投影 
L, ,上 L, 及 相应 的 投影 柱 面 3, ,3 . 
得 到 了 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 曲线 ,不 但 可 以 加 强 曲 线 的 直观 形象 ， 而 且 也 有 助 于 了 解 
曲线 的 变化 范围. 
2. 从 曲线 的 一 般 方程 求 投 影 曲线 的 方程 
为 了 求 出 空间 曲线 荆 在 xOy 平面 上 的 投影 二 - 的 方程 ， 只 要 能 把 卫 表 示 成 方程 
zy = 0, 
ex 一 0. 


(1.6.3) 


即 可 . 
因为 方程 f(x,y) = 0 表示 母线 平行 于 < 轴 的 柱 面 3: ,这样 就 把 荆 表 示 成 5: 与 另 一 个 曲 
面 g(x,y,x) 二 0 的 交 线 , 5. 正好 是 一 关于 坐标 面 xOy 的 投影 柱 面 . 
因此 人 一: 从 
0 


” 即 为 一 在 zOy 平面 上 的 投影 上 的 方程 . 
故 对 工 的 一 般 方程 
F(zr,y,2) = 0, 
1 ge (1.6.4) 
GCCzyyyz) = 0. 
为 了 求 得 它 在 xOy 平面 上 的 投影 了 : 的 方程 ， 只 要 作 等 价 变换 ， 在 式 (1. 6.4) 的 两 个 方程 之 一 
中 消去 = ， 使 之 成 为 式 (1. 6. 3). 
同 理 ， 若 在 式 (1. 6.4) 的 两 个 方程 之 一 中 消去 或 y ,使 之 成 为 
f(y,z) 一 0， Fz) = 0, 
oor ern 


那么 


[sa_ 


第 1 章 空间 解析 几何 初步 


(ysz) 一 0， Cx) 一 有 
和 y sf 
T=0 y=0 
就 依次 是 下 在 yOz 平面 上 的 投影 上; 和 在 zxOx 平面 上 的 投影 工 , 的 方程 . 
十 六 十 必 二 25; 
例 1.6.1 各 组 | 表示 怎样 的 曲线 ? 


解 方程 组 表示 球 心 在 原点 、 半 径 为 5 的 球面 开 十 十 > 二 5 与 平面 > 二 3 的 交 线 , 它 是 
在 平面 z 一 3 上 ， 是 圆心 为 (0,0,3)、 半径 为 4 的 一 个 圆 ( 如 图 1. 6. 3). 

例 1.6.2 求 球面 区 十 十 二 (2R)’ 与 圆柱 面 (x 一 R)’ 十 y 一 R? 的 截 交 线 . 

解 ” 截 交 线 的 方程 为 

XT 十 六 十 xz = 二 (2R):， 
eg +y = R’. 

这 条 曲线 是 圆柱 面 与 球面 的 交 线 ， 圆柱 面 过 球 心 且 其 直径 与 球面 的 半径 相等 ,球面 的 球 
心 为 坐标 原点 ， 半 径 为 2R . 曲线 图 像 如 图 1. 6.4 所 示 ( 图 上 仅 夯 出 了 上 半球 面 上 的 截 交 线 ). 
这 条 交 线 在 数学 上 常 称 为 维 维 安 尼 曲 线 . 


2 


图 1.6.4 


例 1.6.3 在 一 张 透明 的 矩形 纸 上 有 一 条 与 底 边 成 9 角 的 直线 L ， 现 在 把 它 卷 成 半径 为 尺 
的 圆 简 , 若 忽 略 纸 的 厚度 , 则 矩形 成 为 直 圆 柱 面 , 上 成 为 绕 卷 圆柱 面 上 的 曲线 . 称 此 曲线 为 等 
距 螺 线 ， 称 0 为 螺旋 角 ， 它 的 特征 是 相 邻 两 圈 之 间 等 距 ， 为 5 二 2rRtan0 ， 称 5 为 螺 距 . 试 求 
等 距 螺 线 的 方程 . 

解 ” 建 立 坐 标 系 (如 图 1. 6. 5) ， 其 中 的 工 轴 经 过 与 矩形 底 边 交点 . 任 取 螺旋 线 上 一 点 
M(Czyz), M 在 xOy 面 上 的 投影 为 M， ， 从 工 轴 正 向 到 OM, 转 过 的 角度 为 : ， 则 


t 


“b=(R* tan0)t, 
2 


xz 一 Mi M 一 


X=Reost, 
y=Rsint. 
反之 ， 只 要 道 推 上 述 过 程 可 知 ， 若 点 M(xz,y,x ) 的 坐标 满足 方程 ,那么 M 必定 在 螺旋 
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和 高 等 数学 (下 ) 


线 上 . 由 此 得 到 等 距 螺 线 的 方程 是 
X=Reost, 
[em t=0. 


z=(RtanO)t, 


2TR 
图 1.6.5 


所 得 到 的 方程 与 曲线 的 一 般 式 不 同 ， 它 含有 一 个 参数 :+， 因 此 称 为 等 距 螺 线 的 参数 式 方程 . 
工 一 cOst 十 Sint， 


例 1. 6.4 求 参 数 方程 $y 二 cost 一 sint, 所 表示 的 曲线 工 . 


2z 一 1 一 sin2t 
解 ” 前 两 个 方程 两 边 平方 相 加 得 x 十 y 一 2， 又 曙 一 1 一 2costsint 一 1 一 sin2t 一 =， 所 以 曲 
z+y :=2, 
线 的 方程 又 能 写成 
yy》 三 2。 
参数 方程 表示 的 曲线 是 圆柱 面 x 十 y 二 2 与 抛物 柱 面 y* 二 > 的 交 线 ,其 图 像 如 图 1. 6. 6 
所 示 ， 


第 1 章 空间 解析 几何 初步 


例 1.6.5 求 曲面 4 一 2 字 十 y 与 平面 x 一 x 一 0 的 交 线 , 在 xzOy 平面 上 的 投影 曲线 二- 和 yOx 
平面 上 的 投影 曲线 L, 的 方程 . 
解 ” 交 线 的 方程 为 


xz 一 = 一 0 
ee 
为 了 求 得 L. 的 方程 ， 应 该 在 方程 组 的 两 个 方程 之 一 中 消去 x. 为 此 ， 把 第 一 个 方程 的 x 
二 + 代入 第 二 个 方程 ， 得 4+==2x’ 十 yw， 即 


2 一 1 六 十 六 一 名 吉 ( 弦 D+ 当 1 
由 此 可 得 上 的 方程 为 
a 


z=0. 
这 是 zOy 平面 上 的 一 个 椭圆 (如 图 1. 6. 7). 


1.6.7 


为 了 求 得 L, 的 方程 ， 应 该 在 方程 组 的 两 个 方程 之 一 中 消去 x. 为 此 ， 把 第 一 个 方程 的 
z 三 代入 第 二 个 方程 ,得 4z 一 2 之 十 光 ， 即 


2(= 一 1D)? 十 光一 2 或 (> 1 十 纪 i 


由 此 可 得 上 , 的 方程 
WE 
z 一 1 十 一 1 


工 一 0.。 


这 是 yOz 平 面 上 的 一 个 椭圆 (如 图 1. 6. 7). 


高 等 数学 (下 ) 


习题 1.6 
1. 指出 下 列 方程 所 表示 的 曲线 的 形状 . 
3x: 十 Y= 二 z， ?+4y? 十 9z? 二 30， 
1 wf Yt 
y=3; z=1 3 
i ry 
(3) (4) 
X= 一 y=4; 
2 2 1 
(5) | 9 4 
7X—2=0 
2. 求 下 列 曲线 关于 zOy 平面 的 投影 方程 . 
2 一 2 二 0 3 下 
eM (2) { 人 
2 一 34 2 十 (y 一 1)2 十 (z 一 1)2 一 1; 
2 十 光一 一 z 
| 
ZX 十 z 十 1==0. 
/2=2—z yy, By ® 
3. 求 曲线 ,在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 曲线 方程 
(z=(z—D’+(y—1)? 


4. 求 抛物 面 y 十 x* 二 x 与 平面 + 十 2y 一 > 二 0 的 交 线 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 方程 


5. 求 锥 面 -== Vz 十 y 与 柱 面 2 二 2x 所 围 成 立体 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 . 
6. 求 曲 面 z 二 V6 一 zx 一 y 与 x 十 yy 一 xz 所 围 的 立体 在 xOy 平面 上 的 投影 . 


7. 设 一 个 立体 由 上 半球 面 x= 二 V4 一 x 一 y 和 锥 面 x 二 V3(x 十 y ) 所 围 成 ， 求 它 在 zOy 


平面 上 的 投影 . 
X=acos0, 
8. 求 螺旋 线 4y 一 asin0, 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 曲线 的 直角 坐标 方程 . 
x 一 00 
工 一 QCcOS2t， 
9. 化 曲线 1 和 y= 二 asin?t, (0 过 1 过 27) 为 一 般 方 程 . 
z=asin2t 
10. 将 下 列 曲 线 的 一 般 方程 化 为 参数 方程 : 
2 et eo 
xz 一 03; yy 一 工 
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17 总 


uy 


题 


1. 在 正确 的 结论 后 打 对 号 ,在 错误 的 结论 后 打 错 号 . 


(1) 车 a*…b 二 b*c 且 b 关 0, 则 a=e; » 
(2) 若 aXb 一 Xec 且 0 天 0， 则 a 一 ce; ( ) 
(3) 车 a c 一 0， 则 a 二 0 或 c=0; ( ) 
(4) axb=—bXa. ( ) 
2. 填空 题 


(1) 已 知 向 量 a= 二 (2，3,， 一 4), b 二 (5， 一 1，1)， 则 向 量 c==2a 一 3b 在 y 轴 上 的 投影 向 


日 


(2) 若 |a| 15| =V2, a, 4b 的 夹 角 为 了 ， 则 |axb|== ,a* b= 

(3) 已 知 A(1，0，1)，B(2，3， 一 1) ，C( 一 1，2，0)， 则 三 角形 ABC 的 面积 为 ; 
(4) 设 a=(2, 1, 2), b= 二 (4, 一 1, 10), c=b 一 a, 且 alc,， 则 4= ; 

(5) 已 知 原点 到 平面 2x 一 y 十 kz 一 6 二 0 的 距离 等 于 2， 则 & 的 值 为 3 

(6) 与 平面 x 一 y 十 2zx 一 6 二 0 垂直 的 单位 向 量 为 日 

(7) 过 点 (一 3，1， 一 2) 和 点 (3，0，5) 且 平行 于 x 轴 的 平面 方程 为 日 


(8) 过 原点 且 垂直 于 平面 2y 一 = 十 2 一 0 的 直线 为 
3. 已 知 a=(1， 一 2,，1), 5 二 (1，1，2), 计算 : 


(1)axb; 

(2) (2a—b) »。 (at+b); 

(3) la—b|’. 

4. 已 知 向 量 瑟瑟 的 始点 为 P (2， 一 2，5) ， 终 点 为 P,( 一 1，4，7)， 试 求 : 
(1) 向 量 已 疡 的 坐标 表示 ， (2) 向 量 局 忆 的 模 ， 

(3) 向 量 Pi 忆 的 方向 余弦 ; (4) 与 向 量 PiP; 方 向 一 致 的 单位 向 量 . 


5. 已 知 向 量 a 与 5 的 夹 角 为 , 且 |a|=V3，|5|=1, 求 a+b 与 a 一 b 之 间 的 夹 角 . 


6. 求 一 向 量 p,， 使 p 满足 下 面 三 个 条 件 : 
(1) p 与 > 轴 垂 直 ; 

(2) a=(3, —1, 5), a* p=9; 

(3) b=(1, 2, —3), b+ p=—4. 

7. 求 满足 下 列 条 件 的 平面 方程 : 


和 高 等 数学 (下 ) 


QD i Bor ls WH Bi % Wy Bl 全 Ws 


(2) 过 之 轴 且 与 平面/5x 十 2y 十 < 一 0 的 夹 角 为 本 


ZX 十 5y 十 z= 二 0 
8. 一 平面 过 直线 了 


，_。 上 且 与 平面 z 一 4 一 8x 十 12 一 0 垂直 ， 求 该 平面 方程 


9. 求 通过 点 A(3, 0, 0) 和 B(0， 0，1)， 且 与 平面 也:z 十 y 十 = 一 1 垂直 的 平面 方程 . 
10. 求 既 与 两 平面 zx 一 4z 王 3 和 2z 一 y 一 5z 一 1 的 交 线 平行 ， 又 过 点 (一 3，2，5) 的 直线 方程 . 


11. 一 直线 过 点 A( 一 1，0，4)， 且 平行 于 平面 3z 一 4y 十 z 一 10 二 0， 又 和 直线 < 一 


2 二 一 二 相交 ， 求 该 直线 方程 
12. 指出 下 列 方程 表示 的 图 形 名 称 


(1) xz 二 4y: 二 z=1; (2) 妇 十 到 一 2z3 
(3) z= Vz +y; (4) Zz —y =0; 

z=Z 十 
(5) z:—y=1s (6) 


第 2 章 多 元 困 数 微分 法 及 其 应 用 


前 面 各 章 我 们 所 讨论 的 函数 都 是 只 有 一 个 自 变量 的 函数 ， 称 为 一 元 函数 . 但 是 在 自然 科 
学 与 工程 技术 问题 中 ， 常 常会 遇 到 含有 两 个 或 多 个 自 变量 的 函数 ， 即 多 元 函数 .本章 将 在 一 
元 函数 微分 学 的 基础 上 讨论 多 元 函数 微分 学 . 讨论 中 将 以 二 元 函数 微分 学 为 主 ， 然 后 把 讨论 
的 结果 推广 到 一 般 的 多 元 函数 . 


2.1 多 元 函数 的 极限 与 连续 性 


2.1.1 多 元 函数 的 概念 


1. 引 例 
例 2.1.1 三 角形 的 面积 S 和 它 的 底 边 长 e 以 及 底 边 上 的 高 h 之 间 有 关系 式 


$= gah. 


S, a, hh 是 三 个 变量 ， 当 变量 a, h 在 一 定 范围 (a 二 0,h 二 0) 内 取 定 一 对 数值 cv ，h。 时 ， 


根据 给 定 的 关系 ，S 就 有 一 个 确定 的 值 ,一 二 cv 与 之 对 应 . 
例 2.1.2 理想 气体 的 压强 p、 体 积 V 和 绝对 温度 工 之 间 有 状态 方程 
pV 二 RT(R 是 常数 ). 
户 ，V, 工 是 三 个 变量 ， 根 据 研究 问题 的 需要 ， 其 中 任意 两 个 变量 在 一 定 范围 内 取 定 一 对 
数值 时 ， 另 一 变量 根据 给 定 的 关系 ,就 有 一 个 确定 的 值 与 之 对 应 . 例如 当 p，T 在 其 变化 范 


围 内 任 取 一 对 数值 pu ，T 时 ， 根 据 给 定 的 关系 ，Y 就 有 一 个 确定 的 值 Wi 一 号 “与 之 对 应 . 


例 2.1.3 长 方 体 的 体积 V 和 它 的 长 度 x、 宽 度 >、 高 度 = 之 间 有 关系 式 
V=zxyz. 
Zz，y，z，V 是 四 个 变量 ， 当 其 中 三 个 变量 zx，>，= 在 其 变化 范围 (z>0，y>0，x>0) 内 任意 
取 定 一 组 数值 z, ，y。，z。 时 .根据 给 定 的 关系 ，V 就 有 一 个 确定 的 值 Vo 一 zoyo% 与 之 对 应 . 
撤 开 上 述 例子 的 具体 意义 , 仅 从 数量 关系 来 研究 ,它们 有 共同 的 属性 ， 据 此 概括 出 多 元 
函数 的 定义 . 
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2. 二 元 函数 的 定义 

定义 2.1.1 设 有 三 个 变量 zx， 和 <. 如 果 当 变量 zx，y 在 一 定 范围 内 任意 取 定 一 对 数值 
时 ,变量 > 按 照 一 定 的 规律 总 有 确定 的 数值 与 它们 对 应 ， 则 称 > 是 +，y 的 二 元 函数 ， 记 为 

z=f(x, y). 

其 中 z，>y 称 为 自 变量 ，< 称 为 因 变量 . 自 变量 zx，y 的 取 值 范围 称 为 函数 的 定义 域 . 

类 似 地 ， 可 以 定义 三 元 函数 、 四 元 函数 、…、n 元 函数 ,多 于 一 个 自 变 量 的 函数 统称 为 
多 元 函数 . 

二 元 函数 的 定义 域 通常 为 平面 区 域 ， 围 成 区 域 的 曲线 称 为 区 域 的 边界 ,边界 上 的 点 称 为 
边界 点 ， 包 括 边界 在 内 的 区 域 称 为 闭 区 域 ， 不 包括 边界 在 内 的 区 域 称 为 开 区 域 . 

如 果 一 个 区 域 D 内 任意 两 点 之 间 的 距离 都 不 超过 某 一 常数 M， 则 称 D 为 有 界 区 域 ， 否则 
称 为 无 界 区 域 . 

圆 域 {(x，y) | (zx 一 zo) 十 (y 一 yo 过 部 ) 一 般 称 为 平面 上 点 Po (x。，yo) 的 6 邻 域 ， 记 作 
U(P,。，6); 而 称 不 包含 P, 的 邻 域 {(z，y) 10 一 (z 一 zo)2 十 (yy 一) 一 8 )} 为 去 心 邻 域 ， 记 作 


UOPss © 

二 元 函数 定义 域 的 求法 与 一 元 函数 类 似 ， 就 是 寻找 使 函数 有 意义 的 自 变 量 的 范围 . 

例 2.1.4 求 二 元 函数 == Var 一 x 一 yy 的 定义 域 . 

解 ” 由 题 知 ， 该 函数 的 定义 域 为 满足 

Ty Sa 
的 x+，y， 即 定义 域 为 
D={(z,y)|z’+y <a’}. 

点 集 卫 表示 zOy 平面 上 一 个 以 原点 为 圆心 、a 为 半径 的 圆 域 . 它 为 有 界 闭 区 域 (如 

鸯 多 TD， 


图 2.1.1 
例 2.1.5 求 二 元 函数 z==ln(z 十 y) 的 定义 域 . 
解 ” 自 变量 +，y 所 取 的 值 必须 满足 不 等 式 
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十 y 一 0. 
即 定义 域 为 
D={(z,y)|z++y>0}. 
点 集 DD 表示 zOy 平面 上 一 条 直线 x 十 y 二 0 上 方 的 半 平 面 (不 包含 边界 x 十 y 一 0)， 如 图 
2.1.2 所 示 ， 此 时 D 为 无 界 开 区 域 . 


时 


“py 


图 2.1.2 
例 2.1.6 求 二 元 函数 z=1n(9 一 zx 一) 十 Vz 十 一 1 的 定义 域 . 


解 ” 这 个 函数 是 由 In(9 一 xz 一 y*) 和 Vz 十 y 一 1 两 部 分 构成 ， 所 以 要 使 函数 x 有 意义 ， 
Zz，y 必须 同时 满足 


[9—x —» >0, 
lz +y:—1>0, 
即 
1<zx’+y<9. 
函数 定义 域 为 
D={(z,y)|1<x’+y <9)}. 
点 集 卫 表示 zOy 平面 上 以 原点 为 圆心 、 半 径 为 3 的 圆 与 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 所 围 成 的 
圆 环 域 (包含 边界 曲线 内 圆 xz 十 y 二 1， 但 不 包含 边界 曲线 外 圆 安 十 光一 9)( 如 图 2. 1. 3). 


EC 


3. 二 元 函数 的 几何 表示 

把 自 变量 zx，y 及 因 变 量 x 当 作 空间 点 的 直角 坐标 ， 先 在 zxOy 平面 内 作出 函数 > 一 Crz，2) 
的 定义 域 D( 图 2.1.4), 再 过 DD 中 的 任 一 点 M(z，J) 作 垂直 于 zOy 平面 的 有 向 线段 W 方 ， 使 
尸 点 的 竖 坐标 为 与 (z，>y) 对 应 的 函数 值 > 当 M 点 在 D 中 变动 时 ， 对 应 的 己 点 的 轨迹 就 是 函 
数 == 王 /xz，y) 的 几何 图 形 . 它 通 常 是 一 张 曲 面 ， 而 其 定义 域 D 就 是 此 曲面 在 xOy 平面 上 的 
投影 . 

例如 ， 二 元 函数 > 二 VR 一 不 一 y(R 之 0) 的 图 像 表 示 以 原点 为 球 心 、R 为 半径 的 上 半球 
面 ( 如 图 2. 1. 5). 


图 2.1.4 图 2.1.5 


上 面 关 于 二 元 函数 及 平面 区 域 的 概念 可 以 类 似 地 推广 到 三 元 函数 及 空间 区 域 上 去 . 有 三 
个 自 变量 的 函数 就 是 三 元 函数 4 二 f(z+，y，z). 三 元 函数 的 定义 域 通常 是 一 空间 区 域 . 一 般 
地 ， 还 可 以 定义 nn 元 函数 4 一 f(z ，zxs，…，x,)， 它 的 定义 域 是 n 维 空间 的 区 域 . 


2.1.2 二 元 函数 的 极限 


在 一 元 函数 中 ,我 们 曾 讨 论 过 当 自 变量 趋向 于 有 限 值 时 函数 的 极限 . 对 于 二 元 函数 x 二 
f(x，y)， 同样 可 以 讨论 当 自 变量 x 与 y 趋向 于 有 限 值 z。 和 yo 时， 函数 z 的 变化 状态 . 也 就 
是 说 ， 研 究 当 点 (x，y) 趋 向 点 (xo。，yo) 时 ， 函 数 z 二 A(x，y) 的 变化 趋势 . 但 是 ， 二 元 函数 的 
情况 要 比 一 元 函数 复杂 得 多 . 因为 在 坐标 平面 zOy 上 ，(z，y) 趋 向 (x。，yo) 的 方式 可 以 是 多 
种 多 样 的 . 

定义 2.1.2 设 二 元 函数 x 二 f(x，y) 在 点 (x。，wo) 的 某 去 心 邻 域 有 定义 ， 如 果 当 点 (x+，y) 
以 任意 方式 趋向 点 (xo。，yo) 时 ，f(z，y) 总 趋向 于 一 个 确定 的 常数 A， 那么 就 称 A 是 二 元 函 
数 f(z，y) 当 (xz，y) 一 (zo，yo) 时 的 极限 ， 记 为 

lim f(x, y)=A 或 limf(x. y)=A. 


(xD >(10 30) 


Far | 


二 元 函数 极限 的 s8 定义 ,二 元 函数 z= 一 /(z，y) 在 某 U(P。，6,) 有 定义 ， 如 果 存 在 常数 
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A， 对 于 任意 给 定 的 正 数 e， 总 存在 正 数 6(6<6,), 使 得 当 点 PCz，y)EUCP,，8) 时 ， 都 有 
| 参天 一 六 | 二 | f(z; DB—A|<es 
则 常数 A 称 为 当 (z，y) 一 (ze，w) 时 的 极限 . 

正 像 一 元 函数 的 极限 一 样 ， 二 元 函数 极限 也 有 类 似 的 四 则 运算 法 则 . 

应 当 注意 的 是 ， 在 一 元 函数 y 二 f(z) 的 极限 定义 中 ,点 x 只 是 沿 x 轴 趋 向 于 zw， 但 二 元 
函数 极限 的 定义 中 ， 要 求 点 P(x，y) 以 任意 方式 趋向 于 P, ， 函 数值 趋向 于 某 一 确定 值 ， 才 能 
断定 函数 极限 存在 . 因此 ， 如 果 点 尸 沿 不 同 路 径 趋向 于 点 P, 时 ， 函 数 趋向 于 不 同 的 值 ， 则 
函数 的 极限 一 定 不 存在 . 
sin( 地 十 吧 ) 

下 十 多 “ 
解 令 w=zx’ 十 六 ， 因 为 当 xz 一 0，y 一 0 时，u 一 0， 所 以 
LimsinG t= lim =1. 


例 2.1.7 求 lim 


re0 TY wr0 让 
本 例 表 明 ， 二 元 函数 的 极限 问题 有 时 可 转化 为 一 元 函数 的 极限 问题 . 
例 2.1.8 求 lim Mt 

uy 1—1 i w= 1 1 

1 1 1 
解 RS Iy tn pg Ty | 2 
例 2.1.9 考察 函数 

2 xz2 十 史 天 0， 


g(r, y)= zt 
0, zx: 二 y==0. 
当 (z，>) 一 (0，0) 时 的 极限 是 否 存在 . 
解 当 点 (t+，y) 沿 xz 轴 趋向 于 原点 ， 即 当 y==0, 而 x 一 0 时 ， 有 
limg (x 3) 一 limg(z， 0) 一 lim0 一 0. 
当 (z，y) 沿 y 轴 趋 向 于 原点 ， 即 z 一 0， 而 y->0 时 ， 有 
limg(z， 2) 一 limg(0， 2) 一 lim0 一 0， 


0 


但 是 ， 当 点 (z，y) 沿 着 直线 y= 二 kr(k 去 0) 趋向 于 点 (0，0)， 即 当 y= 二 kx, 而 x 一 0 时 ,有 


本 本 kr _ kk 
i ms. Mle ns hed lp pa Lt 
2 


随 着 的 取 值 不 同 ， 工 全 二 的 值 也 不 同 ， 故 极限 limg(z，y) 不 存在 . 


0 
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2.1.3 二 元 函数 的 连续 性 


1. 二 元 函数 的 连续 定义 
有 了 二 元 函数 极限 的 定义 ,就 很 容易 给 出 二 元 函数 连续 的 定义 . 
定义 2.1.3 设 函 数 z 二 f(z，y) 在 点 Po(x。，yo) 的 某 邻 域内 有 定义 ， 如 果 
lim f(x, W=/f(z0, yo), [本 下 
则 称 二 元 函数 = F(z，y) 在 点 Po(x。，yo) 处 连续 . 如 果 f(z+，y) 在 区 域 D 内 每 一 点 都 连续 ， 
则 称 f(x，y) 在 区 域 D 上 连续 . 
车 令 z= 二 zo 十 Ax，y 二 yo 十 Ay， 则 定义 2.1. 3 中 的 式 (2.1.1) 可 写成 
lim[Lf(zot Ax, WAy)—f(ro, y) j=0, 


Ar0 
即 lim Ax 一 0. 
Ar0 
Ay0 


这 里 Az 为 函数 F(z，y) 在 点 (zu，yw ) 处 的 全 增 量 ， 即 
Az 一 zxzo 十 Az，y 十 Ay) 一 zxzo，y). 

如 果 函 数 >= 二 /A(z，y) 在 点 Po(xo，yo) 处 不 连续 ， 则 称 点 PuCze，xw ) 为 函数 FCz，y) 的 
不 连续 点 或 间断 点 . 由 例 2. 1. 9 知 ，g(x，y) 在 (0, 0) 不 存在 极限 ， 因 此 (0, 0) 是 g(x，y) 
的 间断 点 . 

同一 元 函数 一 样 ， 二 元 连续 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 (分 母 不 等 于 零 ) 及 复合 函数 仍 是 连续 
函数 . 

2, 有 界 闭 区 域 上 连续 函数 的 性 质 

与 闭 区 间 上 一 元 连续 函数 的 性 质 相 类 似 ， 在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 有 如 下 性 质 ， 

@ 定理 2. 1.1( 有 界 性 与 最 大 值 、 最 小 值 定理 ) 在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 一 定 有 
界 ， 且 能 取得 最 大 值 和 最 小 值 . 

@ 定理 2.1.2 ( 介 值 定理 ) 在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 必 能 取得 介 于 最 大 值 和 最 小 
值 之 间 的 任何 值 . 

以 上 关于 二 元 函数 极限 与 连续 的 讨论 完全 可 以 推广 到 三 元 以 及 三 元 以 上 的 函数 . 


习题 2.1 


1. 判定 下 列 平面 点 集中 哪些 是 开 集 、 闭 集 、 有 界 集 、 无 界 集 ， 并 指出 集合 的 边界 . 
(1) {(z, y) |zA0, y#0}s 
(C2) 《kz |1<zEy 4); 
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(3) {((z, 9 |y>7}s 
(4) {Czx, y) |x+(y—1)21, z+(y—2)*<4). 


_ 一 2 3 
ss We 求 所 VD 和 有 A =D: 
3 一 _2zy 3 > 
Ss ee 求 jl1， 二 
4. f(z)=z tr, gr, y)=zy, h(xz)=zxtl1, 求 fLlg(1, 2)JR gLf01), h(2)]. 


5 已 知 函 数 f(w，v) = 二 w”"， 试 求 f(z 一 y，z 十 yy). 
, 设 f(zs = Vz 十 y 一 2zys 证 明 : f(tzs ty)=2f 了 (zs 3); 


[2 


7. 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 
(1) z=In(y:—2z+1); (2) z=arcsin 和 
(3) z=1n(y—x)+ ; (4) Vzr—Vy; 
um /i es PE 
5 =F4F1+2ln(z Vy); (6) u=arccos 二 
8. 求 下 列 函 数 的 极限 : 
(CD) lim—— eo—; 02 lm ey, 
Vzy Tl-1 强人 
， 十 zy 十 六 = Vz 十 交 _， 
2 = 0 Ue lnC(z ty 二 +1) 
Fag, y>0 
pC das ER 
Cs ne Ty)=; (6) lim oui ww 


9. 证明 裤 限 limz 二 > 不 存在 ， 


10. 求 下 列 函 数 的 不 连续 点 (间断 点 ). 


十 2z 一 1 ， 
(D flz, WE a (2) fx, W =In(x ty); 
(3) flz, W = CAD Pip, Wi 
2 十 并 z+y 
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2.2 偏 导数 


2.2.1 偏 导 数 

在 研究 二 元 函数 时 ， 有 时 要 求 当 其 中 一 个 自 变量 固定 不 变 时 ， 函 数 关 于 另 一 个 自 变 量 的 
变化 率 ， 此 时 的 二 元 函数 实际 上 转化 为 一 元 函数 . 因此 可 以 利用 一 元 函数 的 导数 概念 ， 得 到 
二 元 函数 对 某 一 个 自 变量 的 变化 率 ， 即 二 元 函数 的 偏 导数 . 

1， 偏 导数 的 定义 

定义 2.2.1 设 函 数 >=.J(z，y) 在 点 (zuo，o) 的 某 一 邻 域内 有 定义 ， 当 y 固定 在 ye， 而 


工 在 xz。 处 有 改变 量 Az 时 ， 相 应 地 ， 函 数 有 改变 量 
二 和 的 


如 果 极 限 
lim/ ‘z+ A yo)— Flr, yo) (2.2.1) 
Ar-0 Ar 
存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 z= 二 /z+，y) 在 点 (zo。，yo) 处 对 xz 的 偏 导 数 ， 记 为 
gz af 
a bee + ba 二 了 its yo). 
类 似 地 ， 当 xz 固定 在 x。， 而 yy 在 yo 处 有 改变 量 Ay， 如 果 极 限 
lim/ TAY)— f(zo, yo) (2.2.2) 
Ay~0 Ay 
存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 *= jz，y) 在 点 (zu，w) 处 对 y 的 偏 导 数 ， 记 为 
BE af 


Eh 或 f(zo，%o). 


zz， Ty 
3 一 加 y=y0 


=x0 


Ele 
如 果 函 数 = F(z，y) 在 区 域 D 内 每 一 点 (z，y) 处 对 工 的 偏 导数 都 存在 ， 这 个 偏 导 数 仍 
是 z，y 的 函数 ， 称 为 函数 x 一 /(z+，y) 对 自 变 量 z 的 偏 导 函 数 ( 也 简称 偏 导 数 )， 记 为 


zw 或 三 (zz，y)。 


9y 


ar” ar 
类 似 地 ， 可 以 定义 函数 < 二 f(z，y) 对 自 变 量 y 的 偏 导 函 数 ( 也 简称 偏 导数 )， 记 为 
9z 


入 ,和 5, 忆 或 f(x, 9). 

从 偏 导数 的 定义 中 可 以 看 到 ， 偏 导数 的 实质 就 是 把 一 个 自 变量 固定 ,而 将 二 元 函数 = 一 
f(x，y) 看 成 是 另 一 个 自 变量 的 一 元 函数 的 导数 

例 2.2.1 求 >=x?siny 的 偏 导 函 数 . 

解 ” 把 y 看 作 常 量 ， 对 zz 求 导数 ,得 


[52 


第 2 章 多 元 函数 微分 法 及 其 应 用 


过 
元 一 27siny 


例 2.2.2 求 z 一 也 的 偏 导 函 数 2 ， 蕊 


把 x 看 作 常 量 ,对 y 求 导数 ,得 


BE4 
村 一 Z?lnz。 
ay 


例 2.2.3 求 <=In(1 十 zx? 十 x) 在 点 (1，2) 处 的 偏 导 数 . 
解 ” 先 求 偏 导数 
EE4 Se BE4 2y 
EE 了 目 到 十 交 ` 


在 点 (，2) 处 的 偏 导 数 就 是 偏 导 函数 在 点 (1，2) 处 的 值 ， 所 以 窟 


1 gz 2 
Gd 3 9ylazs 3° 


应 当 指出 ， 根 据 偏 导数 的 定义 ， 偏 导数 写 | ， 是 将 函数 = 一 InG1 十 世 十 2) 中 的 y 固定 在 


3 一 2 处 ， 而 求 一 元 函数 z= 二 ln(1 十 zx 十 2 ) 的 导数 在 x 二 1 处 的 值 . 因此 ,一 般 地 ， 在 求 函数 
对 某 一 变量 在 一 点 处 的 偏 导数 时 ,可 先 将 函数 中 的 其 余 变 量 用 此 点 的 相应 坐标 代入 后 再 求 导 ， 
这 样 有 时 会 带 来 方便 . 

例 2.2.4 设 f(zx, y)=e™™"*In(zx? 十 y), 求 f,(1,0). 

解 ” 如 果 先 求 偏 导数 f; (r+，y)， 运 算是 比较 繁杂 的 , 但 是 若 先 把 函数 中 的 y 固定 在 y= 
0， 则 有 


(rz，0) 一 2lnzr， 
从 而 


广 (z，0) 一 全 ,万 (1，0) 一 2. 


2. 偏 导数 的 几何 意义 

我 们 知道 ， 一 元 函数 y 二 A(z) 的 导数 的 几何 意义 是 曲线 y 二 A(z) 在 点 (x。，yo) 处 切线 的 
斜率 ， 而 二 元 函数 z= 二 f(x，y) 在 点 (xo。，yo) 处 的 偏 导 数 ， 实 际 上 就 是 一 元 函数 z= 二 f(x，yo) 
及 z 二 f(zo，y) 分 别 在 点 二 zo 及 y 二 yo 处 的 导数 ,因此 二 元 函数 x 二 f(z，y) 的 偏 导数 的 几 


z=f(zx, y)， 
一 w 是 曲线 在 点 Po(zxo， yo, f(xo, 0)) 


Ys 
53| 


何 意义 也 是 曲线 切线 的 斜率 . 如 3 


> 
高 等 数学 (下 ) 


处 的 切线 他 率 ( 如 图 2.1. DD， 印 各 |。 一 ene 同 再 六 | -是 晤 级 | 一 ”在 点 P(xm。 


加 ，/(an，w)) 处 的 切线 的 斜率 ， 即 关 | -一 tan8 


图 2.2.1 


值得 注意 的 是 ， 一 元 函数 在 某 点 具有 导数 ， 则 在 该 点 必定 连续 . 而 对 于 多 元 函数 来 说 ， 
即使 各 偏 导数 在 某 点 都 存在 ， 也 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 . 这 是 因为 各 偏 导数 存在 只 能 保证 
(zx，) 沿 坐标 轴 趋 近 (x。，yo) 时 ， 函 数值 f(z+，y) 趋 近 A(x。，yo)， 但 不 能 保证 (x+，y) 按 任 
何方 式 趋 近 (x。，yo) 时 ， 函 数值 f/x，y) 都 趋 近 /xo，yo). 例如 上 节 例 2. 1.9 中 的 函数 ， 根 
据 偏 导数 定义 容易 得 到 各 偏 导数 在 (0. 0) 都 存在 ， 而 该 函数 在 (0，0) 并 不 连续 . 


2.2.2 高 阶 偏 导数 


函数 < 二 f(x，y) 的 两 个 偏 导 函数 f;, (z+，y)，f, (z+，y) 一 般 来 说 仍然 是 +，y 的 函数 ， 
如 果 这 两 个 函数 关于 +，y 的 偏 导数 也 存在 ， 则 称 它们 的 偏 导 数 是 x 二 A(z+，y) 的 二 阶 偏 导数 . 
依照 对 变量 的 不 同 求 导 次 序 ， 二 阶 偏 导数 有 四 个 : 


9 /9z 


dz _ 9 /az\_ az 
六 ( 关 厂 闻 =fa， », EE »， 
9 /9z 9:z 9 /9z gz 
a5 (2 ) =a ft y), 动 (起 )= 且 = 户 (， 2y)， 


其 中 户 , (x，y) 及 f(x，y) 称 为 二 阶 混合 偏 导数 . 

类 似 地 ， 可 以 定义 三 阶 、 四 阶 、…、n 阶 偏 导数 . 二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 称 为 高 阶 偏 
导数 ,而 f,(r，y)，f,(x，y) 称 为 函数 f(z+，y) 的 一 阶 偏 导数 . 

例 2.2.5 求 函数 > 二 xy 十 zsiny 的 所 有 二 阶 偏 导 数 . 

解 因为 


9z __ de _ 2 
到 一 ?十 2zsiny， Fr cosy， 
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所 以 
zx 
7 =vy+2zsiny) =2siny, 
还 
> 9 
a hn sys 
ts =1+2reosy, 
tn) siny, 
本 例 中 ， 2 ps 这 不 是 偶然 ， 有 下 述 定理 . 
定理 2. 2. 1 如 果 在 区 域 D 上 西数 < 一/(x，3) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导 数 郊 六 ， 亏 这 连续 ， 
则 在 区 域 D 上 有 


即 当 二 阶 混合 偏 导数 在 区 域 D 上 连续 时 ， 


giz _ gx 


Es 
求 时 结果 与 求 导 次 序 无 关 . 


证 明 从 上 略 . 这 个 定理 也 适用 于 三 元 及 三 元 以 上 的 函数 。 
ys C3 
例 2.2.6 设 > arctan 之 试 求 交 这 ， yor 
解 bE4 1 -三 芝 一 六 9z 1 | 冲 
六 2 2 2 2 9 2 i 了 2 9 
3 1+( 宇 ) 过 下 这 y i+ (2) 芝 学 寸 凶 
元 吕 
大 3 | 7)=. 1)。(z2 十 只 ) 一 (一 >))。(0 十 2y) = 
gzxay dy\z’ +y 人 人 
C3 3s( 9 ) le - 术 一 怀 
dyar gz\z 十 史 全 二 Ca 
du 
例 名 和 7 设 =e™s "， 求 579yaz 
解 ”因为 
9 
号 一 ?ze ， 
闻 9 9 区 四 
ey ye ) ee )=z(e™ 十 ye 。 zxz)=z(l 二 zyz)e™, 
所 以 
EW 机 /wNv 而 本 
二 iooelen ] 
二 (1 十 xyz)e™ 二 z* rxye™ 十 z(l 二 xyz)e™ 。xy 
=(]l 二 3zyz+ 2 yz )e™. 
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高 等 数学 (下 ) 


习题 和 2 


1. 设 z= 二 f(x，y) 在 (xo。，yo) 处 的 偏 导数 分 别 为 f(xo，yo) 二 A，f (zo，yo) 二 B， 则 下 
列 极限 是 什么 ? 
fzoth, y)—f ro, yo) 


四 
(2) lim 帮 ro， yo) 一 F(zo， yh) 
hr>0 h . 
(3) limzzo， Wt2h)— fro, yo) 
0 h 


limL +h yo) — fxro—h, yo) 


(4) lim 五 


Ee Lo 0s 
2. 设 函 数 F(z，y) 一 4Z 十 > 


0，2Z2 十 多 一 0 ， 
3. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 : 


试用 偏 导数 定义 计算 f;(0,，0)，/,(0，0). 


01) SP (2) z=7z’y—y zs 
(3) z= lntan 2 (4) z= VIn(zy); 
2 2 
(5) z=e™; (6 )s=— +t, 
uv 
(7) z=sin(xy)+cos’ (zy); (8) z= sec(xy); 
(9) xz 一 (1 十 zy)25 (10) x 一 arctan(Zz 一 y)*; 
(11) u=z?; (12) u=( 宇 ):. 
FE 
2—e + 
4. 曲线 4 在 点 (2， 4，5) 处 的 切线 对 于 工 轴 的 倾角 是 多 少 ? 
一 代 
5. 设 z 二 In(Wz4V), 证 明 z 衬 十 y 至 一 寺 
be i ar yay 2a" 


6. 设 f(z, y) 二 zx 十 (y 一 1)arcsin 全 求 请 Cz，1). 
7. 设 f(z， w= [ea, 求 天 WD (EW: 
gy 


8. 设 z 二 zxy 十 Xe? 证 明 : > E+y 入 -zy+= 


EE 


9. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导 数 : 


2 证 2 
(1) z 一 zsin(z 十 y) 十 ycos(Czy)， 求 2 二 


dz Fz qx zx 
az2 gay: pt Dyoz 


-inte vy; 来 a 


心 


活 和， azay' 
和 吉 世 训 世 CE 时 
(5) z=arctan i 求 z， 3 Bap’ 05 
Ci 
” | > 立 之 
(6) z=zx!+y —4dry, 求 3 » Dy Dzay’ yax 


bE3 
9rAayle,b” 


i T 
10. < 一 e rsin 一 ， 
~ 


02 之 
tazas™— 


12. 验证 : i 三 -于 


C3 C3 
aridy” dray:” 


11. 验证 : 2cos' (xz 一世) 满足 方程 2 2 


13. 设 一 zln(zy)， 求 
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?zx 


az ay azay” yar 


14. 设 f(z, y, z)==zxy 十 yx 十 zz:, 求 fC0,0, 1), f:(1, 0, 2), f,:(0, —1, 0) 


天 


高 等 数学 (下 ) 


2.3 全 微分 


2.3.1 全 微分 的 概念 


元 函数 y 二 f(z) 在 点 x 二 xo 处 的 微分 是 指 : 如 果 函 数 在 x 二 xo 处 的 增 量 Ay 可 以 表示 成 
Ay 一 AAz 十 a， 


其 中 A 与 Ax 无 关 , a 是 Az 的 高 阶 无 穷 小 ， 即 lm 一 0， 那么 AAz 是 函数 y= F(z) 在 x 一 


zo 处 的 微分 ， 这 时 称 函 数 在 点 zw 处 可 微 . 
类 似 地 ， 有 二 元 函数 全 微分 的 定义 . 
定义 2.3.1 设 二 元 函数 < 二 /(x，y) 在 点 (x，y) 的 某 邻 域内 有 定义 ， 如 果 函 数 在 点 (zx， 
y) 的 全 增 量 Az= 二 f(x 十 Ax，y 十 Ay) 一 f(x，y) 可 以 表示 为 关于 Ax，Ay 的 线性 函数 与 一 个 比 
P 二 VCAz)" 十 (Ay)” 高 阶 的 无 穷 小 之 和 ， 即 
ee i (2.3.1) 
其 中 ，A, 也 与 Ar，Ay 无 关 ， 只 与 +，y 有 关 ，o(o) 是 当 po~>0 时 比 p 高 阶 的 无 穷 小 ， 则 称 二 
元 函数 = F(z，y) 在 点 (zx，y) 处 可 微 ， 并 称 AAz 十 BAy 是 z= 二 f(x，y) 在 点 (x，y) 处 的 全 


微分 ， 记 作 
dz 一 AAz 十 BAy. 
如 果 函 数 < 二 A(z+，y) 在 区 域 内 每 一 点 都 可 微 . 则 称 x 二 f(x+，y) 在 区 域 D 内 可 微 . 
与 一 元 函数 类 似 ， 二 元 函数 < 二 A(z，y) 在 点 (x，y) 可 微 ， 则 zx 二 A(zx，y) 在 点 (x+，y) 处 


一 定 连续 ， 即 有 下 面 定 理 . 
定理 2.3.1 车 z=/(zx，y) 在 点 (x，y) 可 微 ， 则 它 在 该 点 一 定 连续 . 
证 明 因为 < 二 f(x，y) 在 点 (x，y) 可 微 ， 即 
Az= f(zx+Azx, y+Ay)—f(r, y)=AAzx++ BAy+t+o(p). 
所 以 当 Ax 一 0，Ay 一 0 时 ，Az->0， 即 z= 一 f(x，y) 在 该 点 连续 . 
如 果 函 数 在 点 (x，y) 处 可 微 ， 如 何 求 A，B 呢 ? 
定理 2. 3.2( 可 微 的 必要 条 件 ) 如果 函数 z= 二 f(z+，y) 在 点 (x，y) 处 可 微 ， 则 函数 = 一 


J(z， 在 点 (x， >) 的 偏 导数 入 ， 芝 存在 ,而 且 


一 2 之 万 一 2 
dz dy 
证 明 因为 z= 二 f(z，y) 在 点 (x，y) 处 可 微 ， 有 
Axz 一 (z 十 Az，y 十 Ay) 一 F(z，y) 一 AAz 十 BAy 十 o(Cp). 


A B 
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若 令 上 式 中 的 Ay 一 0， 则 
Az=f(zx+Azx, y)—f(rx, y)=AAz+to( |Ax|), 


所 以 
limf (z+Az, YW—flr, y) limAAz+o |Az|) 着 
Ar-0 Bw Ar-0 在 和 
即 人 一 荆 . 类 似 地 可 证 B 一 2 
lw y 
由 此 可 知 ， 当 x 二 A(x，y) 在 点 (x+，y) 处 可 微 时 ， 必 有 
9z 9z 
dz=37AT ay 
像 一 元 函数 一 样 ， 规 定 Az 一 dz，Ay 一 dy， 则 
9x BE4 
de de ho 1 7: 坟 : 公 .2 


一 元 函数 中 ， 可 微 与 可 导 是 等 价 的 ,但 在 多 元 函数 里 ， 这 个 结论 并 不 成 立 ，f (x,y) 王 


0 _ 
区 “在 点 (0，0) 处 的 两 个 偏 导数 存在 ， 但 是 f(z，y) 在 点 (0,，0) 处 不 连续 . 


0, x 十 ==0 
由 定理 2. 3. 1 可 知 fx，y) 在 点 (0.0) 处 不 可 微 ， 因 此 两 个 偏 导数 存在 只 是 函数 可 微 的 必要 条 件 。 
定理 2. 3.3( 可 微 的 充分 条 件 ) 车 z==f(x，y) 在 点 (x，y) 处 的 两 个 偏 导数 连续 ， 则 z= 
f(z， 在 该 点 一 定 可 微 . (证 略 ) 
全 微分 的 概念 也 可 以 推广 到 三 元 或 更 多 元 的 函数 . 例如 ， 若 三 元 函数 v 一 Frz，>y，zx) 具 
有 连续 偏 导数 ， 则 其 全 微分 的 表达 式 为 
du 


du =Pdr+ dy ds. 《2.3. 3) 


例 2.3.1 求 函 数 z=xz?y 在 点 (2， 一 1) 处 ， 当 Ar 二 0. 02，Ay 一 一 0. 01 时 的 全 增 量 与 全 
微分 . 
解 ”由 定义 知 ， 全 增 量 为 
Az 一 (2 十 0. 02)* X (一 1 一 0.01)2 一 22X( 一 1) 一 0.1624， 
函数 > 二 x*y* 的 两 个 偏 导数 


都 是 连续 的 ， 所 以 全 微分 是 存在 的 ， 于 是 在 点 (2， 一 1) 处 的 全 微分 为 
dz 一 4X0. 02 十 (一 8) X( 一 0.01) 一 0. 16. 
例 2.3.2 求 < 二 e’sin(zx 十 y) 的 全 微分 . 
解 因为 


De et ， A gw 
9 工 ay 


和 高 等 数学 (下 ) 


所 以 
de—dr tdy=e [sin(z 十 y) 十 cos(Cz 十 y)]dz 十 ercos(z 十 y)dy. 
例 2.3.3 求 函 数 z=zx*? 的 全 微分 f(z，y). 
解 因为 
Ey 是 天 =2z ynz 
所 以 


dz=2yz» dz 二 2z*» nzdy:. 


例 2.3.4 求 函数 w=x’ 十 sin 计 十 arctan 广 的 全 微分 . 


解 ” 因 为 
Au qu_l1 9 外 Du y 
97 dy 2°%2 ye dz y+e 
所 以 
ie z Ee 
dx 一 2zdz 二 (eos > dy yd 


2.3.2 爹 微 分 在 近似 计算 中 的 应 用 


设 函 数 z 二 A(t，y) 在 点 (x，y) 处 可 微 ， 则 函数 的 全 增 量 与 全 微分 之 差 是 一 个 比 p 高 阶 的 
无 穷 小 ,因此 当 |Az| ，|Ay| 都 较 小 时 ， 全 增 量 可 以 近似 地 用 全 微分 代替 ， 即 
AzAdz= f(x, y)Az+ f(z, y)Ay. 
又 因为 
Az=f(z+i+Azr, y+Ay)— f(r, y)， 
所 以 
f(zx+Azx, yt+AYTf lr, yf (lr, yAztf rx, yAy. (2,3. 4) 
例 2.3.5 利用 全 微分 近似 计算 (0.98)*” 的 值 . 
解 设 函 数 z= 二 f(x,y) 二 x*， 则 要 计算 的 数值 就 是 函数 在 zx 十 Ar 一 0.98，y 十 Ay 一 2.03 
时 的 函数 值 f(0. 98，2. 03). 
取 z 王 1，y 一 2，Arz 一 一 0.02，Ay 一 0.03， 由 公式 
JCz 二 Arz，y 十 Ay) 汪 Frz，y) 十 户 (z，y)Ar 十 广 (z，y)Ay 


f(0.98, 2.03)=/f(1—0.02, 2++0.03) 
fl, D+fll, 2 XC—0.02)+ fl, 2)X 0. 03). 


因为 
f01, 2=1, flx, W=y0!, f,(1, 2)=2, 


所 以 
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fr, y)=zlnr, f,(1, 2)=0. 


(0. 98)- "= 十 2X( 一 0.02) 十 0X0.03 一 0. 96. 


习题 2.3 


1. 求 下 列 函 数 的 全 微分 . 


(1) 


(3) 


(5) 


(7) 


z= 之 ， (2) z= sin(z’ yy)s 
. 
= C4) z= 
Cn 再 下 
一 ea (6) > 一 arcsin >0); 
u=ln Vey +e s (8) wu=z”, 


2. 求 下 列 函 数 的 全 微分 . 


C3 


(2) 


z 二 ln(1 十 x? 十 y) 在 z= 二 1，y 二 2 处 的 全 微分 ; 
之 arctan ji 让 P 在 < 1，y 王 1 处 的 全 微分 . 


3. 求 函 数 = Yr 2，y 二 1，Azx 一 0. 1，Ay 一 一 0. 2 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 


4. 求 函 数 z= 二 e* 当 z= 二 1，y 二 1，Azx 二 0. 15，Ay 二 0. 1 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 
5. 计算 .97)"% 的 近似 值 . 


和 高 等 数学 (下 ) 


2.4 多 元 复合 函数 微分 法 


2.4.1 复合 函数 微分 法 


现在 要 将 一 元 函数 微分 学 中 复合 函数 的 求 导 法 则 推广 到 多 元 复合 函数 的 情形 . 多 元 复合 
函数 的 求 导 法 则 在 多 元 函数 微分 学 中 也 起 着 重要 作用 . 
1. 一 元 函数 与 多 元 函数 复合 的 情形 
定理 2.4.1 若 一 元 函数 4 二 g(xz) 及 v=yJ(z) 在 点 x 可 导 ， 二 元 函数 z= 二 fl(u，wv) 在 对 应 
的 点 (u，v) 可 微 ， 则 复合 函数 < 二 Jf[p(z),，Y(z)]j 在 点 xz 可 导 , 且 
dz_9z, du az .dz 


de ds 人 〈2. 4. 1) 
证 明 给 zz 以 增 量 Az， 则 wx，vw 有 相应 的 增 量 Au，Av. 由 ==(Cx，u) 在 (xx，v) 可 微 ， 

从 而 全 增 量 可 表示 为 
Az=f(ut+Au, vi+Av)—f(u, v) PA + PA 十 w， 全 , 业 动 


有 lim 0， 其 中 p= VCAw) ?十 (Av)*. 又 因 一 元 函数 与 v 可 导 ， 所 以 与 v 均 连续 ,得 
0 


tm ( 危 ) =tim (FE ) 
1i Ci 1 (Au)2 十 (Am) 
im lm( ae 


io 人 ( 公 ) ，[( 蜂 ) +( 里 ) ]=0 


因此 lim xz 一 0. 再 将 式 (2. 4. 2) 两 边 除 以 Az， 并 取 Az~>0 时 的 极限 ， 则 得 


dz 一 limAzs 
TT ArAT 
dz Au BE3 
囊 ( 寺 :站 ) 上 加 (计生 ) 二 间 臣 


_ 了 ,三 天 硬 
Ou dz av dr 


因此 ， 式 (2. 4. 1) 成 立 . 


这 里 式 (2. 4. 1) 也 称 为 链 式 法 则 ， 导数 自称 为 全 导数 . 为 便于 记忆 链 式 法 则 ， 可 以 按照 


[ez 
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变量 间 复合 关系 ， 画 出 了 链 式 关系 如 图 2.4.1. 


例 2.4.1 设 z=u', wu=sin2x, v= Vr 9 求生 


解 因 
de. ee "| 
Bn Fr nu， 
du 5 Mo EL， 
王 2cos2z， Ea 
根据 式 (2. 4. 1)， 得 


于 =w” * 2cos27+u lnu* 


本 2zcos2z | xlnu 
al uw Vel ) 


=(sin2x) V*—! 人 WE | 
本 


如 果 把 v 一 sin2z 与 v= Vz 一 1 代入 z=w 中 ， 再 用 一 元 函数 的 求 导 方法 ， 得 到 同一 结果 . 
定理 2. 4. 1 可 推广 到 中 间 变 量 多 于 两 个 的 情形 ,例如 函数 4 二 pg(x), v 二 Jy(x), w 
w(x) ,xz 二 f(u，v，w) 都 是 可 微 函数 ， 则 复合 函数 z= 二 f[p(z)，y(z)，w(z)] 可 导 , 上 且 


dz_d%z, du, 9z, dv | dz dw 
dr ak dr an dr am dr 


例 242 投放 2 2， 其 中 总 an y= = 求 节 . 


(2.4.3) 


解 dk_ au . dz， au .dy 


Du dz 
dt 97 day dit 


az dt 
一 ezy 一 3= 


2 


~ 1 
一 ef (costt+6t sint—3sint). 


2， 多 元 函数 与 多 元 函数 复合 的 情形 


定理 2.4.2 若 二 元 函数 x=p(z，y) 及 uv=Vz，y) 在 点 (z，y) 对 工 及 y 偏 导数 存在 ， 
函数 z= 二 f(u，vw) 在 对 应 的 点 (u，v) 可 微 ， 则 复合 函数 = 一 FL8(Cz，y)，YCz，y)] 在 点 (z，y) 
偏 导数 存在 ， 且 


EE4 9z ,qu 9z ,9v 9x 9z 。9u | 9z 。97 
ar au ar ai ar 9y Mu ay dv ay 


(2.4.4) 
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事实 上 ， 这 里 求 沪 时 ， 将 y 看 作 常 量 ， 因 此 4 二 pg(z，3y) 与 一 Kz，y) 仍 可 看 作 一 元 了 
数 ， 应 用 定理 2.4.1 可 得 到 . 但 由 于 z，u,v 都 是 多 元 函数 ， 因 此 应 该 将 求 导 符号 改 为 偏 导 


dz 


符号 . 同 理 可 得 jy 
这 里 式 (2. 4.4) 也 称 为 链 式 法 则 ， 链 式 关系 如 图 2. 4. 2. 


图 2.4.2 
例 2.4.3 设 <=e'cos 2 未 2， 
Te 议 z e COSU， U=7Xy, vv Ty» Ts” ay 
解 因为 
交 
二 二 一 证 OSI 二 Hiv 
Au qv 
Qu_y, 如 _ 
dr Br 
qu __ | 
ay “ay 


由 式 (2.4.4) 可 得 


9x > 
3 e@"cosv°* y—e’sinv* 2=e"(ycosv—2sinv) 
07 

=e™? [ycos(2x—y)—2sin(2x—y)]， 
Be ecosu。I 一 esinv。 (—1)=e’(zxcosvtsinv) 
Ay 

一 ep"[zcos(2z 一 y) 十 sin(2z 一 y)]. 

dz gz 


| 7 ss 沪 NR | ry 和 ” a 
例 2.4.4 设 z=f(z 一 yy，e™”), Be” Bo 


解 令 u=z’ 一 yy，v=e”， 于 是 z=f(u,， wv)， 因 此 


az gf gu ar am a 
0 


az ar au ar av ar wa 
9 一 95 六 8 2y 了 5 十 Ze 也- 


定理 2. 4.2 也 可 推广 到 中 间 变 量 或 最 终 变 量 多 于 两 个 的 情形 ， 例 如 函数 x 一 p(z，>)， 
2 一 z，y) ,ww 一 wo(z，y) 偏 导数 存在 ， 函 数 z= 一 f(u，v，w) 可 微 ， 则 复合 函数 z= 二 f[p(x，y)， 
Wx，y) ,w(x，y)j] 偏 导数 存在 ( 链 式 关系 如 图 2.4.3)， 且 


9z_ az.9gu oz .ou oz am 9 39z。.9u， 
ar du ar an ar am azr” ay au ay gv gy ar 9y 


az .9 | 9z .9m (2.4.5) 
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又 如 二 q(x，y, 及 v= 二 Jy(x，y，) 偏 导 存 在 ,xz 二 fl(u，v) 可 微 ， 则 复合 函数 = 一 
f(glrz，y， 站，VK(z，y，)) 偏 导数 存在 ( 链 式 关系 如 图 2. 4. 4)， 且 
EE4 9z ,ou az ,9v 9z gz ,du | 9z 。97 gz az ,Qu az .av (2.4.6) 
az au ar gm ar'ay du ay da ay'at au at gu at 的 
x 


| 
过 \ 


图 2.4.4 


求 3z 与 3 


ax S53y: 


例 2.4.5 设 z= (2 志士 201 ysinz )， 


解 令 x 之 ， v= 二 ZX 十 2y，w 二 ysinx， 于 是 z= 二 f(u，v， w);, 
因为 
Au y dv 9w Sh 
3 A 本 1 ， 了 一 ycosz， 
ul 22_7， dwW_ gine 
dy x ay . BN 
所 以 
bE Ke Ee gs 
az 在 ( 总 ) a a he 音 记 十 户 十 ycosz 户 . 
式 中 的 fi:(i 二 1，2，3) 表 示 = 对 第 i 个 中 间 变 量 的 偏 导数 . 


同 理 ， 可 求 得 


二 1 十 2 户 十 sinz 户 . 


县 = 
全 妆 丰 徊 放下 ys 让 求 窒 ， a 
解 在 这 个 函数 的 表达 式 中 ， 乘 法 中 有 复合 函数 ， 所 以 先 用 乘法 求 导 公式 . 
乍 =/Gz+y，z 一 +zy( 放 1 十 户 *1) 
—yftzt ys z—) eyfit ys 
=zf(rty, z 一 力 十 zy( 太 .1 十 户 。 (一 D) 
一 fw ys wy 


当然 了 ， 多 元 函数 的 复合 情况 还 有 很 多 ， 远 不 止 前 面 列举 的 这 些 . 比如 中 间 变 量 既 有 一 
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元 函数 又 有 多 元 函数 的 情况 ,讨论 的 方法 和 结果 类 似 . 
例 2.4.7 设 z=uv 十 sint， 其 中 =e', v==cost， 求 企 . 


解 ” 我们 先 把 看 作 是 三 个 变量 u,v, 1 的 函数 ,而 这 三 个 中 间 变 量 x，w, 上 又 都 是 自 
变量 i 的 函数 : 
u=e’, v=cost, t=t. 
所 以 
dz_9z, du,9z, dv ,9z, dt 
df Mau dd do dd At dt 
-六 当 + 莽 : 时 + 过 


一 0w。e 十 &。( 一 sint) 十 cost 


一 e (cost 一 Sint) 十 cost。 
2.4.2 复合 函数 的 爹 微分 
设 函 数 = Fux，z) 可 微 ， 则 有 全 微分 


d= dv 
如 果 wu， wv 又 是 中 间 变 量 , 即 w 一 q(x，y)，v 一 J(x，y)， 且 这 两 个 函数 也 可 微 ， 则 复合 
函数 
=fLyp(z, y); H(z, y)] 
的 全 微分 为 
de 一 其 dr 十 其 dy. 


其 中 葵 及 由 式 (2. 小 全 给 出 :把 式 (2.4. 人 中 的 斑 及 莽 代 入 上 式 ， 得 


(Ea 9z 。97 


之 du ,dz dv 
= ga to GE ay+35 "59)d7 
az ,gu ,Qu Laud aa 
Bu “ax ay + l 缉 vt ， yd 
ar 
二 字 du 于 人 dv. 
Au 


由 此 可 见 , 无 论 ， wv 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 ， 函数 > 二 了 (wu，v) 的 全 微分 形式 是 一 样 的 . 
这 个 性 质 叫 做 全 微分 形式 不 变性 . 


例 2.4.8 设 z=e'sinv, u 二 xy， v= 二 ZX 十 y， 人 BE 
9r 9y 
解 dz 一 d(e"sinv) 一 esinvdx 十 ecosvdv， 


dx 一 dCzy) 一 ydz 十 zdy- 
dv 一 d(Cz 十 J) 一 dz 十 dy- 
代入 后 归并 含 dz 及 dy 的 系数 ,得 


[se 


即 
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dz 一 (e"sinu。y 十 ecosu)dz 十 (esinvu。Zz 十 e"cosu)dy， 


BE2 9z 
dz 一 tay 


二 e? [ysin(zy)+tcos(z+t+y)Jdzrte*[Lzsin(zty) om 


比较 上 式 两 边 的 dz，dy 的 系数 ， 就 同时 得 到 两 个 偏 导数 2 ay， 即 
2 一 c*[ysinCz 十 y) 十 cos(z 十 y)] 
azr™—e [Lysin(Zz 十 ?) 十 cos(Z 十 7) ， 
Oe_ *[zsin(z 十 y) 十 cos(z 十 y)] 
Bp ES Z 十 y) 十 cos(z 十 y)]. 
习题 2.4 
1. 设 Ww=e””，z=sint， i 求 业 
s y dr 
dz 
2 z 二 arctan(X，y)， 而 y=@， 求 元 
3. 设 = 一 好 ww 一 ku? ，x 一 Zcosy，T 一 zsin 求 2 ge 
, 设 z= ， sy， BR Rs 9 
2 艺 4 
4. 设 z=wlnv, wu Fa v=3x—2y, 求生 ， ay 
y yy 2 + gz 9z 
5. 设 z=f(u, zr, 3)=ln(w’ 二 ysinr), u=e™'?, 求 元 ， a 
6. 设 z=f(z, ys 2)=zx’—y :+t, z=sint, y=costs 求 和. 
» 4 1 于 强 Uv 
7. 设 z=arctan 二 ,而 zx==u 十 vu，y 二 u 一 v"， 验 证 : egy 让 
8. 求 下 列 函数 的 一 阶 偏 导数 (其 中 /具有 一 阶 连续 偏 导数 ): 


(1) z=f(z:—y, e?);, 


二 和 二 王 4 
(2) u= f(x Re ss 


(3) u=f(zx, xy, ryz). 


9 设 z=zxy 十 xXF(u)， 而 “一 过 ， F(x) 为 可 导 函 数 ， 证 明 : 让 


10.u= f(x, y), X=e'cost, y=e’sint, é§E 


其 中 /具有 二 阶 连 续 偏 导 数 ， 求 ,2 


as ot 
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2.5 隐 函 数 的 求 导 及 偏 导 公式 


2.5.1 一 元 隐 函 数 的 求 导 公式 


在 一 元 函数 中 ， 曾 论述 过 隐 函 数 的 导数 的 求法 ,但 未 能 给 出 一 般 的 导数 公式 . 现在 根据 
多 元 复合 函数 的 求 导 方法 ， 可 以 给 出 一 般 的 求 导 公 式 . 
设 方程 F(z，y) 一 0 确定 了 函数 > 一 >(z)， 则 将 它 代入 方程 变 为 恒等式 
F[z, yz)]=0. 
两 端 对 x 求 导 ， 得 


村 
Bt 
营 瓦 过 05 风 
于 = 一 信 . (2.5.1) 


这 就 是 一 元 隐 函 数 的 求 导 公式 . 
例 2.5.1 设 取 十 六 一 2z， 求 开 
解 令 F(z， 一 屏 十 ?一 2z， 则 

F,=2x—2, F,=2y. 


由 公式 (2. 5.1) 得 
(es 


dz 2y y “ 
2.5.2 二 元 隐 函 数 的 求 偏 导 公 式 


如 果 因 变量 > 和 自 变量 +，y 之 间 的 函数 关系 是 由 方程 下 (Crz，>，x) 一 0 所 确定 的 ， 那 么 
这 种 二 元 函数 也 叫做 隐 和 函数 . 
设 方程 F(x，y，x) 二 0 确定 了 隐 范 数 > 一 >(z，y), 若 已 ， 忆 ，F 连续 ， 且 F. 隆 0， 则 
可 仿照 一 元 函数 的 隐 函 数 的 求 导 法 则 ， 得 出 > 对 x，y 的 两 个 偏 导数 的 求 导 公式 . 
xz 一 <(z，y)， 代 人 方程 F(x，y，z) = 二 0， 得 恒等式 
F[z, y, z(x, y) =0. 
两 端 对 工 求 导 ,得 
F,+F.* PFE=0. 
两 端 对 y 求 导 ， 得 


[ss 
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F,+F.* =0 
9y 
因为 F. 隆 0， 所 以 
2 gz _ 
i 一 一 及 
这 就 是 二 元 隐 函 数 的 偏 导 公式 . 


例 2.5.2 设 x =y*, 求 dz. 
解 令 FCz，y，z) 一 所 一 六. 
因为 


F,=xInz, F, zy 1 ， 下 -一 zz !— ylny. 
由 公式 (2. 5. 2) 得 


Az lnz ax 一 zy 


Ax zx 一 ylny”ay zz 一 ylny” 


故 
sl]nx zy 1 
”olny 一 ze ~ re 1 
例 2.5.3 设 忆 十 2 十 32 二 4， 求 ，-9 2 
nh Pom Sas ” qr’ qray’ 
解 令 Flzx; y; 2z)=zx’ 十 2y 十 3z* 一 4. 
因为 
F,=2x, F,=4y, F.=6x, 
所 以 
dz 22 攻 de 4y 2y 
DT 6z z 9y 6z 3z 
再 求 二 阶 偏 导数 ， 有 
dz _9/9z I 1 
9xray 起 ( 雹 ) 3 (有 
三 二 王仁 十 |s 王 
六 ( 过) ay 


9z gz 


例 2.5.4 方程 e 一 2z 十 e 二 0 确定 z 为 x-，y 的 函数 ， 求 元 ， i 


解 ” 这 里 Flzs yr 2z)=6 一 2z 二 er, 


aF aF = BE 
9 并 9y 9z 


当 一 2 十 es 天 0 时， 有 


3 卡 灾 . 


(2.5.2) 


dz We” dW xe 


2 
和 高 等 数学 (下 ) 
ar er 一 2” ay e—2° 


对 于 多 于 二 元 的 隐 函 数 求 偏 导 公式 可 以 类 似 推 得 . 由 方程 
Fe Nas sy Tr 3)=0 
所 确定 的 因 变 量 y 是 个 自 变量 xz!1，x:，…，x, 的 隐 吨 数 , 车 下 ; (i 一 1，2，…，n)，F, 连 


续 ， 当 条 关 0 时 ， 其 偏 导数 公式 是 


Pa 


aF 
Ds ws 
3 二 aF i=1» 2 Yi Ws 


> = 一 0， 求 和 
1 元 人 十 3 一 0 求 二 
> 一 天， 求 dy 
2. ZX’ 二 y， 本 di 


l dy 
, | 求 果 
3. cosy 十 e* 一 x*y 二 0， 求 卫 ， 


4.Z 十 2y 一 2 Vzyz 一 0， 求 痉 ， Se 


9y 
qz qz 
| 0 于 一 
5. cos 十 cos y 十 cos zx 一 1， 求 元 ， 


6. 刘 - 一 伏 站 求 元 ， 2 

7. 设 z=z(z，y) 由 方程 一 xy*z’ 二 1 确定 ， 试 求 = | .io zy | a0 
az 

bk 


9. 设 >= 二 z(t+，y) 由 方程 zysinz 二 2z 所 确定 ,求全 微分 dz. 


| 


8. 设 z=z(z，y) 由 2z+y = | costd 所 确定 ， 试 求 


C4 


10. 设 e 一 zyz=0， 求 5 


z= 二 ZX? 十 y?， . dy dz 
, , 所 确定 的 函数 的 导数 二 oe 
2 十 2 二 32 一 20 EE 


11. 求 由 方程 组 本 
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2.6 偏 导数 的 应 用 


2.6.1 室 间 曲线 的 切线 及 法 平面 


如 果 点 Po(xo，yo，zo)，P(z，y，z) 为 曲线 
r 一 r(t)(a<i 委 有 ) (wD) 
上 的 两 个 点 ， 则 当 P-~ Pu, 时 割 线 PoP 的 极限 位 置 即 为 曲线 (2. 6. 1) 在 Po 点 的 切线 . 
车 曲线 r=r(7) 的 坐标 表达 式 为 
r=7x(Dit y(t)j+z(DKk 
或 其 参数 方程 为 
[ny 
y=y(t) ,a<t<p, (6 2 
| 
则 割 线 P,P 的 方向 向 量 为 
BP=(z—z,, y—js 2—%) 
割 线 P,P 的 方程 为 
XT _ YY Zo 
TX—Xo VY—Y < 一 如 
各 式 分 母 除 以 1 一 to 得 
Xz _Y— YZ 


XX 2 一 加 2z 一 2 
t—i t 一 而 t—to 


这 里 to，t 分 别 是 点 P。 和 PP 所 对 应 的 参数 值 . 
车 式 (2. 6.2) 在 点 如 可 导 ， 且 x (to)，y (to)，z (th) 不 全 为 零 ， 则 当 1->to。 时 ， 割 线 P,P 
的 极限 方程 为 


Wz VY—y Za 
T(to) ylto Ch dm 


) 
式 (2. 6.3) 为 曲线 (2.6.2)( 也 就 是 曲线 (2.6.1)) 在 点 P。 的 切线 方程 ,其 方向 向 量 为 
(x (to)，y (to)，z ‘(to)) ,也 就 是 该 曲线 在 Mo(x(to)，y(t)，z(to)) 处 的 切 向 量 . 易 见 曲线 
r 一 r(Gb 在 的 对 应 点 处 的 切 向 量 即 为 
-tt Ws 9 hs Fy (2. 6.4) 
通过 切 点 Pu 垂直 于 切线 的 每 一 条 直线 都 叫做 曲线 在 点 P。 处 的 法 线 ， 这些 法 线 所 在 的 平 
面 称 为 曲线 在 点 Po 处 的 法 平面 . 曲线 (2. 6.2) 在 Po 点 处 的 切 向 量 即 为 该 平面 的 法 向 量 . 因 


71| 


和 高 等 数学 (下 ) 


此 ， 曲 线 (2. 6. 2) 在 该 点 的 法 平面 方程 为 


hz zy hy— me Hs) =0; 


例 2.6.1 求 螺 旋 线 z=cost，y 二 sint，z==t 在 点 (1 ，0，0) 的 切线 及 法 平面 的 方程 . 
解 ” 曲 线 
TX=cost, 
y=sint, 
z=t 
的 向 量 形式 为 
r=icost+jsint+ik, 
其 切 向 量 为 


r (1)=—isinttjcosttk. 
又 因为 三 0 对 应 于 曲线 上 的 点 Mo(1，0,，0)， 所 以 
r'(0) 一 0i 十 /十 于 
因此 ， 在 点 (1，0，0) 处 的 切线 方程 为 


即 


在 点 (1，0，0) 处 的 法 平面 方程 为 


0X (z 一 1) 十 1X(y 一 0) 十 1X(z 一 0) 一 0， 


即 
y 二 z=0. 


?一 16z?， 
例 2.6.2 求 曲线 | 在 对 应 于 z 一 


=12z’ 


立 的 点 处 的 切线 与 法 平面 方程 . 


解 令 zx=t, 得 曲线 古 的 参数 方程 为 


当 / 一 zx 一 二 时 ， y 一 4，z 一 3. 因为 z' (去 ) ls y( 


3) 16， ="( 喜 ) 12， 所 以 曲线 了 
在 对 应 于 xz 一 方 的 点 处 的 切线 方程 为 


[2 
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eh 2 
”2 _ yy 一 4_z 一 3 
16 12 
法 平面 方程 为 
丢 二 ) 十 16(y 4 十 12(z 一 3) 一 0， 


即 


2z 十 32y 十 24z 一 201 一 0. 
2.6.2 曲面 的 切 平面 与 法 线 


设 M 为 空间 曲面 了 上 的 一 点 ， 若 过 点 Mo 且 在 曲面 上 上 的 任何 曲线 在 点 Mu 处 的 切线 均 
在 同一 平面 上 ， 称 此 平面 为 曲面 在 点 Mo 处 的 切 平面 . 过 点 M, 且 垂 直 切 平面 的 直线 称 为 曲 
面 了 在 点 Mo 处 的 法 线 . 
设 曲面 三 的 方程 为 
F(x, y, z)=0. (2,.6.5) 
Mo(zo，yo，zo) 是 曲面 了 上 的 一 点 ,曲线 工 是 曲面 上 通过 点 M 的 一 条 曲线 , 设 曲 线 工 的 
参数 方程 为 
Z 一 Zi)， 
y=y(1), a<t<p. 
zx 一 zx(t)， 
设 上 一 b 对 应 于 点 Mu(ze，y ，zo), 若 L:z(Gt)，y(Gt)，z(t) 在 点 Mo 处 可 导 ， 并 设 曲 线 工 
在 点 Mo 处 的 切 向 量 v= (x (to)，y Go)，x (no)) 天 0( 保 证 切线 存在 ). 
由 于 曲线 工 在 曲面 上， 所 以 有 
F(x(t), y(t), z(t))=0. 
车 (rx,，y，z) 在 点 Mo 处 具有 连续 的 偏 导 数 (保证 复合 F(x， y，<) 的 偏 导 存在 ). 将 上 式 
两 边 对 t 求 导 ， 得 


dF 是 
|= Os 


即 
Rls Wow wo Ya Ct BR Cs Mis oy Cy Rs ns we Ch)=0, 
将 上 式 写 成 向 量 的 点 积 形式 为 
(F(zxo, Yo 20), F(xos Yo 20), F(xo, Yo zo0))* v=0, 
这 说 明 向 量 n= 二 (F(zo，yos z0); F(zo， yo z0)，F. (zeo，yo， x0)) 是 与 曲面 号 上 过 
点 Mo 的 曲线 工 的 切线 垂直 的 向 量 . 由 于 工 为 曲面 上 过 点 Mo (xo，yo，zo) 的 任 一 条 曲线 ， 所 
以 ,向量 n 与 曲面 3 上 过 点 Mo 的 所 有 曲线 的 切线 均 垂直 . 若 m 尖 0， 这 说 明 n 为 曲面 3 在 点 


723] 
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Mu 处 的 切 平面 的 法 向 量 . 以 后 把 它 称 为 曲面 了: F(z，y，z) 王 0 在 点 Mu(zo，y，za) 处 的 


法 向 量 ( 如 图 2. 6. 1). 
三 人 
n 
人 
ie 
x 
图 2.6.1 


根据 以 上 讨论 ， 曲 面 卫 在 点 Mu 处 的 切 平面 就 是 过 点 Mo 且 与 法 向 量 n 垂直 的 平面 . 因此 
曲面 在 点 Mu 的 切 平面 方程 为 
F(zor Yh» wT)TPE, ms Wh wy—%)+E (zs ys 而 )(z 一 名) 一 0 (2.6.6) 
曲面 在 点 Mu 的 法 线 方程 为 


Ed YW , 2— zo 
a he oy Bs Non Bo Bk, oo oF Sg 


若 曲 面 的 方程 由 显 函 数 z 二 J/(zx，y) 表 示 ， 则 其 等 价 形式 为 
f(rx, y)—z=0. 


令 F(r, y， z)==f(z，y) 一 z=， 则 
F,=f,, F,=f,, F.=—1. 
因此 ， 曲 面 瑟 在 点 M。 处 的 切 平面 方程 为 
万 (zo，yD)(Zz 一 如 ) 十 万 (zo，y)(Cy 一 yo) 一 (z 一 加 ) 一 0， 
可 写成 
xz 一 2 一方 (zo，yo)(z 一 zo) 十 刀 (zo，yo)(Cy 一 yo). (C2..6, 8) 
曲面 了 在 点 M 的 法 线 方程 为 


项 一 而 VY— Yo 2 
fmms hh) fms hy 一 1 


式 (2. 6. 8) 左 端 < 一 z 为 曲面 :< 二 f(x，y) 在 点 Mo(x。，y。，zo) 处 ， 当 自 变量 有 改变 量 
AXx 二 x 一 ZT0，Ay 二 y 一 yo 时 ， 切 平面 竖 坐 标 x 的 改变 量 ; 式 (2. 6. 8) 右 端 是 函数 z= f(zx,，y) 
在 点 (x。，wyo) 处 ， 相 对 于 自 变 量 的 改变 量 Ax 二 x 一 x。，Ay 王 y 一 yo 时 的 全 微分 . 因此 ， 函 数 
xz 二/(z，y) 在 点 (zo。，yo) 的 全 微分 dz 就 是 当 自 变量 改变 量 Ar0，Ay 一 0 时 ， 切 平面 竖 坐 
标 = 的 改变 量 ， 这 就 是 全 微分 的 几何 意义 (如 图 2. 6. 2). 


(2.6.9) 
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图 2.6.2 


例 2.6.3 求 球面 区 十 十 ?二 14 在 点 (1，2，3) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 
解 令 FGz，y，z) 王 好 十 昂 十 到 一 14， 则 
F,=2x, F,=2y, F.=2z. 
于 是 ， 该 球面 在 点 (1 ，2，3) 处 的 法 向 量 为 
故人 
所 以 在 点 (1， 2，3) 处 ， 此 球面 的 切 平面 方程 为 
2(z 一 1) 十 4(y 一 2) 十 6(= 一 3) 一 0， 


即 
ZX 二 2y 十 3z 一 14 二 0. 
法 线 方 程 为 
1 I sa 
5 4 6 
即 
a Ps 
1 2 3 
例 2.6.4 求 圆锥 面 z= Vz 十 在 点 (3，4，5) 处 的 切 平面 方程 及 法 线 方程 . 
解 设 <z=f(zx,y) 二 Vz 十 y. 因为 
六 0 兰 - 一 ， 
CE sy 
所 以 


a 旺 束 
fi(3, 4)=: fl3, Y=- 


因此 ,由 式 (2. 6.8) 及 式 (2. 6. 9) 可 得 圆锥 面 在 点 (3, 4，5) 处 的 切 平面 方程 为 


ry 
z 5 一 襄 (z 3) 十 可 (3 4)， 


高 等 数学 (下 ) 


即 


法 线 方 程 为 


即 
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习题 2.6 


1. 求 曲 面 z= 二 sinzsinysin(z 十 y) 在 点 ( 和 了 交 ) 处 的 个 法 向 量 . 


2. 求 下列 曲 线 在 拐点 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 : 
(1) r=, y=1 一 t, z= 如 , 在 (1, 0, 1) 处 ， 


(2) x 二 asin:*t，y 二 bsintcost，x 二 ccos:t(a,，b,，c 均 为 常数 )， 在 t= 了 处 


(3) z=t—sint, y=1—cost, z 4sin 方 ， 在 点 (了 ! 1,，2V2) 处 ， 


I a 


(4) x Ta 


“一 万 ， 在 三 1 处 ; 


zx 十 z: 一 10==0， 
(5) 在 点 (1，1，3) 处 ; 
yz —10=0 


Ty 二 z=14, 
‘© 在 点 (3，2，1) 处 . 


Z 十 六 十 只 一 8 
3. 在 曲线 z 一 上 y 一 刀 ，x 一 世上 求 一 点 ， 使 此 点 的 切线 平行 于 平面 zx 十 2y 十 一 4 
4. 求 下 列 曲面 在 指定 点 处 的 切 平面 和 法 线 方程 . 
(1) e 一 z 十 zy 一 3 在 点 Mo(2，1，0) 处 ; 
(2) 十 十 尖 二 14 在 点 (1，2，3) 处 ; 
(3) z= 二 In(1 十 x? 十 2y) 在 点 (1，1，1ln4) 处 ; 


(4) z=arctan 之 在 点 (1， 由 元 ) 处 . 


5. 求 曲面 2x 一 ye 一 ln(z 十 1)==0 在 点 (1，2， 0) 处 的 切 平面 . 
6. 求 椭 球面 zx? 十 2y 十 3z* 二 21 上 平行 于 平面 zx 十 4y 十 6 一 0 的 切 平面 方程 . 
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7. 求 曲面 到 十 Y 十 革 一 1 上 平行 于 平面 2 十 2y 十 = 十 5 一 0 的 切 平面 方程 
工 一 QCOst， 

8. 证 明 螺 旋 线 4 y 二 asint， 的 切线 与 = 轴 成 定 角 . 
z=bt 


的 切 平面 方程 ， 


9. 求 曲面 之 一 光一 之 十 6 一 0 垂直 于 直线 一 y 一 1 一 


高 等 数学 (下 ) 


2.7 方向 导数 与 梯度 


2.7.1 方向 导数 


我 们 知道 ， 偏 导数 是 函数 沿 着 平行 于 坐标 轴 方 向 的 变化 率 ， 在 许多 实际 问题 中 ， 常 常 需 
要 研究 函数 沿 着 其 他 方向 的 变化 率 . 例如 要 预报 某 地 的 风向 和 风力 ， 就 必须 知道 气压 在 该 处 
沿 某 些 方向 的 变化 率 . 因此 ,要 引进 多 元 函数 的 方向 导数 的 概念 . 

定义 2.7.1 设 函 数 f(z，y) 在 点 P(x。，wyo) 的 附近 有 定义 , ! 是 以 P 为 端点 的 一 条 射 
线 , /的 方向 角 ( 即 由 zz 轴 正 向 到 射线 1 的 夹 角 ) 为 a(0 过 a 二 27x) (如 图 2. 7. 1). 已 .是 射线 ! 上 的 
一 个 动 点 ，P',， PP 两 点 之 间 的 距离 为 p(p 宇 0). 考察 函数 的 增 量 Af=f(zxo 十 pcosa，yo 十 
psina) 一 f(xzo，0) 与 p 之 比 


Af_ f(zxotpcosa, yotpsina)— f(xo, yo) 
0 O ” 


当 P' 沿 着 1 趋 于 己 时 ， 如 果 这 个 比 的 极限 存在 ， 那 么 这 个 极限 值 就 叫做 丽 数 fCz，>) 在 点 忆 
处 沿 着 方向 / 的 方向 导数 ， 记 作 字 ， 即 


af ji f(xot pecosa, yo tp sina)— f(xo, yo) 


Ql low peot p 


它 表示 函数 /(z，y) 在 点 了 处 沿 着 方向 1 的 变化 率 . 值得 注意 的 是 ,方向 导数 是 单 侧 极 限 ， 
即 只 考虑 当 p 大 于 0 趋 于 0 时 2 的 单 侧 极 限 ， 


y 
P’ (xotpcosa, yo+psina) 
a 
P(xo, ») 
区 
ol x 


图 2.7.1 


定理 2.7.1 如 果 函 数 /(z，y) 在 点 P(xo，yo) 可 微 ， 那么 函数 /z+，y) 在 点 P(xo，yo0) 
处 沿 任意 方向 !( 其 方向 角 为 a) 的 方向 导数 都 存在 ,而 且 


=f.(zo, yo)cosat fy (xo, yo)sina. (2.7.1) 
Ca0 30) 


[za 
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证 明 由 于 Fz，y) 在 PCz，xw) 可 微 ， 所 以 po 的 复合 函数 FCzo 十 ocosa，w 十 osina) 在 o 
二 0 处 的 全 微 商 可 由 链 式 法 则 求 得 ， 即 


df d(xot pcosa) 


ee 。d(Cy 十 psina) 
ap Pe y) ” 和 wh es VD) 和 ee 
=f,(xo, yo)cosat f(xo, yo)sina. 
另 一 方面 ， 
df 1i f(xotpcosa, yotpsina)— f(xo, yo) 
im ‘ 
dplo=o ,ot 0 
因此 ， 有 
af 三 时 | ”== 锡 丫 ; i 
OB f(xzo, yo)cosa 十 f(xo, yo)sina, 


方向 导数 的 概念 与 计算 公式 不 难 推广 到 三 元 函数 . 
对 于 三 元 函数 f(x，y，xz) 来 说 ， 它 在 空间 一 点 P(zo，yo，zo) 处 沿 着 方向 上 ( 设 射线 1 的 
方向 角 为 a，B，7) 的 方向 导数 定义 为 
af lim rzo 十 cosa， Yo 二 pcosB，, zo 二 pcos7)— f(xo, ys zo0) 


Al | 0 ,3050) pee pe 
同样 ， 如 果 函 数 f(xz，y，z) 在 点 PCzo，w，xz) 可 微 , 那么 函数 f(x，y，xz) 在 点 
P(xzo，yo，zo) 处 沿 任 意 方向 /的 方向 导数 都 存在 ， 而且 
af 


OY pad 


其 中 cosa，cosB8，cosY 是 射线 1 的 方向 余弦 . 
例 2.7.1 设 f/(z， = 地 In(zr + )， 求 函 数 /(x，y) 在 点 PC2，4) 处 沿 方向 1( 方 向 角 


=f.(xo, Yos Lo)cosat+ fy (zos yos zo)cosB+ f(xos Yo» Lo)cosy ， (2.7.2) 
) 


a 二 30") 的 方向 导数 . 


条 


PE a 
解 (zr, y) a flz, y) a 


by 


Bs 发 = 十 ， 2s 4) 5 cos30 一 sin30 "一 元 . 


因此 ， 所 求 的 方向 导数 为 


2 20 “ 


af_1 V3,1.1_V3t2 
机 
十 <z， 求 函数 f(x，y，z) 在 点 P(1，1，1) 处 沿 向 量 


例 和 27:2 设 flzy 记功 一 友 十 到 
1 一 (2， 一 2，1) 的 方向 导数 . 
解 f(x, y, 2)=y+z, f(r, y, 2)=zx+z, f(x, y, z)=y+z, 
y= = 


1 的 方向 余弦 为 cosa 一 也 ，cos8 一 二，cos7 一 证 ， 因 此 ， 所 求 的 方向 导数 为 


.| 


> 
高 等 数学 (下 ) 


2.7.2 樟 席 


与 方向 导数 有 密切 关系 的 另 一 个 概念 是 函数 的 梯度 . 以 三 元 函数 为 例 ， 前 面 我 们 已 经 知 
道 三 元 函数 f(z+，y，<) 在 点 PCz，>，z) 处 沿 射线 ! 的 方向 导数 是 


学 = 六 Cr， ys scosat flrs ys s)cospt fxs ys cosy， 


其 中 cosa，cosB8，cosY 是 射线 1 的 方向 余弦 . 


这 个 等 式 的 右边 可 以 看 出 是 向 量 
Fs ys DI Ds DA hs Ok 62: 7: 
与 向 量 
Cosai + cosBj + cosyk (2.7.4) 
的 数量 积 . 显然 ， 向量 (2. 7. 4) 是 射线 ! 的 方向 的 单位 向 量 ,， 记 作 . 关于 向 量 (2.7. 3) 我 们 有 
下 面 的 定义 . 


定义 2.7.2 设 三 元 函数 v=F(Cz，y，z) 在 点 PCz，y，z) 的 偏 导数 f, (z+，y，z)， 
f(z，y，z)，f:(x，y，z) 存 在 ,那么 以 P(x，y，z) 为 起 点 ， 以 三 个 偏 导数 为 分 量 的 向 量 
(2.7.3) 就 叫做 函数 4 二 f(x，y，x) 在 点 P(z，y，z) 处 的 梯度 ， 记 作 gradx 或 Yx， 即 


gradu= Vu= f(x ys Ditfylrs ys j++f rs ys Ok. (二 
根据 定义 可 知 ， 梯 度 是 一 个 向 量 ， 它 的 长 度 是 
| gradx| 一 VLF lz, y» FHLf zr, y, 2 THIfz, y, <) 
它 的 方向 余弦 是 


让 
Igradu| ” lgradx| ” |gradx| 


对 于 有 连续 导数 的 函数 /(z，y，x) 来 说 ,梯度 gradf 是 只 与 函数 Frz，>，x) 以 及 点 
P(x，y，x) 有 关 的 一 个 向 量 , 一 个 函数 在 一 点 仅 有 一 个 梯度 ;而 方向 导数 是 不 仅 与 函数 
f(z，y，z) 以 及 点 P(x+，y，x) 有 关上 且 与 所 沿 方向 有 关 的 一 个 量 , 一 个 函数 在 一 点 有 无 穷 
多 个 方向 导数 . 正 像 前 面 已 看 到 的 ， 导数 与 梯度 的 关系 是 


F=f.z, y» z)cosa+ fy (x, y, z)cosB+ f(x, y, z)cosy 
=[f.(r, y» zi f(z, 3 ZN, ys zk (eos tecosB eosm) 
=(gradf) .1 


= |gradf| |L |cos0 


一 | grad 太 | cos0. 
其 中 a，B,，Y 是 1 的 方向 角 , 0 是 梯度 与 1" 之 间 的 夹 角 . 


[so 
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由 此 可 见 ， 当 9 二 0 时 ， 即 1 的 方向 与 梯度 的 方向 一 致 时 , 方向 导数 有 最 大 值 ， 其 值 为 
|gradf|; 当 0==x 时 ， 即 1 的 方向 与 梯度 的 方向 相反 时 , 方向 导数 有 最 小 值 ， 其 值 为 一 
|gradf|. 

例 2.7.3 试 求 函 数 f(z，y，z) 二 zy 十 yx 在 点 P(2， 一 1，1) 处 的 梯度 及 其 在 P 处 沿 
向 量 ! 王 (1，2，2) 的 方向 导数 . 

解 因为 

.lrs ys z=ys frs ys 二 一 2zoy 十 妇 ， fxs ys 2)=3yes 
大 (2， 一 1， D=1; f,(2s —1s 了 = 一 3， 天 (2， 一 1 1)=—3; 
所 以 F(z，y，z) 在 点 己 的 梯度 为 


gradf=i—3j—3k. 

又 因为 | 中 = VT 十 2 十 2 二 3， 从 而 向 量 1 的 单位 向 量 为 
一 工业 十 2 
P=3its3it-stk. 


所 以 f(x，y，x) 在 点 卫 沿 1 的 方向 导数 为 
区 gradf * P=(i—3) 3k) 。 (二 计 3 了 1xX 也 3X3 3X3 也 
其 中 负 号 表示 丽 数 /(z，y， 忆 在 点 尸 沿 ! 的 方向 是 下 降 的 ， 
最 后 ， 关 于 梯度 的 基本 运算 法 则 有 : 
(1) grad(au 十 Bv) 一 agradu 十 Beradv， 其 中 a,，B 是 常数 ; 


(2) grad(uv)=ugradv+ vgradu; 


(3) gradF (u)=F(u)gradu. 
这 些 等 式 的 证 明 ， 留 给 读者 作为 习题 . 


习题 2.7 


1. 求 z==arctan(xy) 在 (1，1) 处 沿 “一 本 的 方向 导数 . 

2. 求 = 一 zs 一 3z2y 十 3zy% 十 1 在 点 M(3，1) 处 从 点 M(3，1) 到 点 N(6，5) 的 方向 导数 . 

3. 求 函 数 "一 妆 十 y 十 x 在 曲线 z 一 世 一 二 ,一刀 上 点 (1，1，1) 处 沿 曲线 在 该 点 的 切 
线 方向 的 方向 导数 . 

4. 求 u 二 xyz 在 点 P(l1，1，1) 处 的 梯度 以 及 沿 1 二 (2， 一 1，3) 的 方向 导数 . 

5. 求 函 数 w= 十 2 十 3 了 2 十 zy 十 37 一 2y 一 6z 在 点 OC(0，0，0) 及 点 A(1，1，1) 处 的 梯 


度 及 其 大 小 . 
6. 求 kx 一 性 一 zy 十 曙 在 (1，1) 处 沿 向 量 ! 王 (cosa，sina) 的 方向 导数 ， 并 进一步 求 ， 
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(1) 在 什么 方向 上 方向 导数 有 最 大 值 ; 
(2) 在 什么 方向 上 方向 导数 有 最 小 值 ; 
(3) 在 什么 方向 上 方向 导数 是 零 
(4) x 的 梯度 . 
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2.8 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 


2.8.1 多 元 函数 的 极 什 


我 们 曾 应 用 导数 求 一 元 函数 的 极 值 ， 类 似 地 ， 我 们 也 可 以 用 偏 导数 求 二 元 函数 的 极 值 . 

定义 2.8.1 设 函 数 z 二 f(r，y) 在 点 (x。，yo) 的 某 邻 域内 有 定义 ， 如 果 对 于 该 邻 域内 异 
于 (zo，yo) 的 点 (x，y)， 都 有 

flz, Wfmo, (RB fz, DW>f(zo, No)), 

则 称 f(xo。，yo) 为 函数 f(x+，y) 的 极 大 值 (或 极 小 值 ). 极 大 值 和 极 小 值 统称 为 极 值 . 使 函数 取 
得 极 大 值 的 点 (或 极 小 值 的 点 ) (xo。，yo) 称 为 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 ). 极 大 值 点 和 极 小 值 点 统 
称 为 极 值 点 . 

定理 2. 8. 1( 极 值 存在 的 必要 条 件 ) 若 函 数 > 二 A(z，y) 在 点 Po。(x。，yo) 存 在 偏 导数 ， 且 
在 P, 取得 极 值 ， 则 有 

fi(zo, %)=0, f(xo, yy)=0. 

证 明 ”因为 点 (x。，yo) 是 函数 f(z，y) 的 极 值 点 ， 若 固定 /z+，y) 中 的 变量 y = yo。， 则 
zx 二 /(x，y) 是 一 个 一 元 函数 ,， 且 在 x 二 zo 处 取得 极 值 ， 由 一 元 函数 极 值 的 必要 条 件 知 
f(zo，%) 二 0, 同 理 可 证 几 (zo，>o ) 一 0. 

使 f(zo， yo0) 二 0，f,(xzo，o) 二 0 同时 成 立 的 点 (zu ，> ) 称 为 函数 的 驻 点 . 

又 根据 定理 2. 8. 1 可 知 ， 可 偏 导 函数 的 极 值 点 必 为 驻 点 ， 但 是 函数 的 驻 点 却 不 一 定 是 极 
值 点 . 例如， 函数 = 一心 一 % 有 偏 导数 


BE3 BE3 
Be Ts» 5 一 2y. 
两 者 在 点 (0，0) 均 为 零 ， 所 以 点 (0, 0) 是 此 函数 的 驻 点 ， 因 为 z| oo = 0， 而 在 点 (0，0) 的 


任意 一 个 邻 域内 函数 既 可 取 正 值 ， 也 可 以 取 负 值 ， 所 以 点 (0, 0) 不 是 z= 一 y 的 极 值 点 
函数 x 二 x 一 y* 的 图 形 是 双 曲 抛物 面 (如 图 2. 8. 1). 

与 一 元 函数 一 样 ， 驻 点 虽 不 一 定 是 极 值 点 ， 但 却 为 可 偏 导 函 数 极 值 点 的 寻求 划 定 了 范 
围 .我 们 只 要 把 可 偏 导 函 数 的 驻 点 找 出 来 ， 再 设法 逐一 判别 . 为 此 ,下 面 给 出 一 个 判别 极 值 
的 充分 条 件 . 

定理 2. 8. 2( 极 值 存在 的 充分 条 件 ) 设 函 数 z 二 f(x,y) 在 点 Po(xo。，yo) 的 某 个 邻 域内 具 
有 二 阶 连续 偏 导数 ， 且 点 Po(xo。，wo) 是 函数 的 驻 点 ， 即 f(zo， 和 0) 二 f(zo，yo) 二 0. 若 记 
A= 5 有 
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图 2.8.1 
(1) 当 记 一 AC<0 时 ,点 Po(zo，y%) 是 极 值 点 ， 当 A<<0 时 ,有 极 大 值 ， 当 A 之 0 时 ,有 
极 小 值 ; 
(2) 当 B 一 AC==0 时 , 点 Po(xo。，yo) 可 能 是 极 值 点 ， 也 可 能 不 是 极 值 点 ; 
(3) 当 B: 一 AC>0 时 ， 点 Po(xo，y。) 为 非 极 值 点 . 


例 2.8.1 求 函 数 >=zz 十 y 一 3zy 的 极 值 . 
解 设 f(rz，y)==zz 十 yx 一 3Ty， 先 求 f(z+，y) 的 偏 导数 . 
filzs y)=37:—3y, f(x, y=3y—37, 
faux, W=6zx, folx, W=—3, fulr, y)=6y. 
求 函数 [(z+，y) 的 驻 点 ， 即 解 方程 组 
jf3z°—3y=0， 


l3y: —3z=0. 


得 驻 点 分 别 为 (0，0)，(1，1). 
关于 驻 点 (1，1)， 有 万 (1, DD=6, fy(l, 1)= 一 3， fy(l1，1)=6， 所 以 BI 一 AC=( 一 3)* 
6X6 二 一 27<0， 且 A==6>0， 因 此 ，f(x，y) 在 点 (1 ，1) 取 得 极 小 值 FL1，1) 一 一 1. 
关于 驻 点 (0，0)， 有 fs (0,，0)=0,f,(0, 0)= 一 3，f,(0,，0)==0, 所 以 B: 一 AC=( 一 3)? 
9>0， 因 此 ，z，y) 在 点 (0，0) 不 取得 极 值 . 
例 2.8.2 求 函 数 F(z，y) 一 好 一 4 妇 十 2zy 一 到 十 1 的 极 值 . 
解 (1) 求 偏 导数 
firlx, y)=37x:—87r+2y, fy(r, y)=27x—2y, 
fu(x, y)=6r—8, fy(x, y)=2, fy (rx, y)=—2. 
cy 解 方程 组 2 
f,=2zx—2y=0, 


(3) 列表 判定 极 值 点 . 


”得 驻 点 (0，0) 及 (2，2). 


驻 点 (zeo，yo) A B ws A 二 B? 一 AC 的 符号 结论 
hd | = = 极 大 值 f(0. 0)=1 
(2, 2) 六 | 沟 = 效 平 (2，2) 不 是 极 值 点 
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与 一 元 函数 类 似 ， 二 元 可 微 函数 的 极 值 点 一 定 是 驻 点 , 但 对 不 可 微 函数 来 说 , 极 值 点 不 
一 定 是 驻 点 , 例如 ,点 (0, 0) 是 函数 < 二 Vz 十 y 的 极 小 值 点 , 但 点 (0，0) 并 不 是 驻 点 ， 因 
为 函数 在 该 点 偏 导数 不 存在 . 因此 ,二 元 函数 的 极 值 点 可 能 是 驻 点 ， 也 可 能 是 偏 导 数 中 至 少 
有 一 个 不 存在 的 点 . 


2.8.2 多 元 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 


与 一 元 函数 类 似 ， 对 于 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 ， 一 定 能 在 该 区 域 上 取得 最 大 值 和 
最 小 值 . 对 于 二 元 可 微 函 数 ， 如 果 该 函数 的 最 大 值 ( 最 小 值 ) 在 区 域内 部 取得 ， 这 个 最 大 值 (最 
小 值 ) 点 必 在 函数 驻 点 之 中 ; 车 函数 的 最 大 值 (最 小 值 ) 在 区 域 边 界 上 取得 ,那么 它 也 一 定 是 函 
数 在 边界 上 的 最 大 值 (最 小 值 ). 因此 ， 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 的 方法 是 :将 函数 在 所 讨论 区 
域内 的 所 有 驻 点 处 的 函数 值 与 函数 在 区 域 的 边界 的 最 大 值 和 最 小 值 相 比 较 ， 其 中 最 大 者 就 是 
函数 在 闭 区 域 上 的 最 大 值 ， 最 小 者 就 是 函数 在 闭 区 域 上 的 最 小 值 . 

例 2.8.3 求 函数 z==zx*y(5 一 x 一 y) 在 闭 区 域 D:x 宇 0，y 宇 0， xz 十 y 三 4 上 的 最 大 值 与 最 
小 值 . 

解 ”函数 在 D 内 处 处 可 导 , 且 


gz 
9 


10zy 一 3z2y 一 27z 光 一 ZX10 一 3z 一 2y)， 


gz 


9ay 


Sz:—x—27x y=7z: (5—z—2y), 


解 方程 组 六 一 0， 从 一 0， 得 DD 内 驻 点 (六 ， 半 ) 及 对 应 的 函数 值 < 一 
考虑 函数 在 区 域 DD 边界 上 的 情况 ， 在 边界 x 一 0 及 y 一 0 上 函数 * 的 值 恒 为 零 ， 在 边界 z 
十 y 二 4 上， 函数 z 成 为 的 一 元 函数 
z=xXx*:(4—7x), 0<zx<4. 


对 此 函数 求 导 ， 有 坚 一 z(8 一 3z)， 所 以 < 二 xz? (4 一 zx) 在 [0，4] 上 有 了 驻 点 为 一己 ， 
:二 33 所 以 函数 在 闭 区 域 D 上 的 最 大 值 为 = 一 “5， 它 在 点 (也 ,六 处 取得 ， 最 小 值 为 
zx 一 0, 它 在 D 的 边界 += 二 0 及 y 二 0 上 取得 . 

对 于 实际 问题 中 的 最 值 问题 ， 往 往 从 问题 本 身 断 定 它 的 最 大 值 或 最 小 值 . 且 在 定义 区 域 
的 内 部 取得 ， 这 时 ,如果 函数 在 定义 域内 有 唯一 的 驻 点 ， 则 该 驻 点 的 函数 值 就 是 函数 的 最 大 
值 或 最 小 值 ， 因 此 求实 际 问题 中 的 最 值 问 题 的 步 又 是 : 

(1) 根据 实际 问题 建立 函数 关系 ,确定 其 定义 域 ; 

(2) 求 出 驻 点 ; 

(3) 结合 实际 意义 判定 最 大 值 、 最 小 值 . 

例 2.8.4 要 制造 一 个 无 盖 的 长 方形 水 槽 , 已 知 它 的 底部 造价 为 18 元 /m*， 侧面 造价 均 
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和 高 等 数学 (下 ) 


为 6 元 /m*， 设计 的 总 造价 为 216 元 ， 问 如 何 选取 它 的 尺寸 ,才能 使 水 槽 容积 最 大 ? 


即 


解 ” 设 水 槽 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 x，y，z=， 则 容积 为 V 一 zyz(z 二 0，y 盖 0，x>0). 
由 题 设 知 
18zy 十 6(2zz 十 2yz) 一 216， 


3zy 十 2z(Z 十 y) 一 36. 
解 出 <， 得 
36 一 327 _'3 . 12—zy 


< 2Cz 二 y) 2 ”7 二 y i 
将 式 (3. 8.1) 代 入 V 二 zyz 中 ,得 二 元 函数 
二 一 
V= 2 一 了 (3. 8.2) 
求 V 对 zx，y 的 偏 导 数 : 
daV_3 . (12y—2zxy )(z+y)— (12ry—zx’y’) 
az 2 (z+y)’ 
aV_3, (25—27Yy)(z+W)—(12zy—2y) 
ay 2 (z+y)’ . 
9 9 二 
令 习 一 0， 儿 一 0， 得 方程 组 
or oy 


1 2zy’)(z+y)— (1l2ry—z’y)=0, 
(12zx 一 2z2zy)(z 十 y) 一 (12zy 一 zy) 一 0. 


解 之 ， 得 z=2，y=2. 再 代入 式 (3. 8. 1) 中 得 z=3. 


由 问题 的 实际 意义 得 知 ， 函 数 VCz，y) 在 zx 二 0，y 二 0 时 确 有 最 大 值 ， 又 因为 V=V(x，y) 


可 微 且 只 有 一 个 驻 点 ， 所 以 取 长 、 宽 均 为 2m， 高 为 3m 时 ， 水 槽 的 容积 最 大 . 


例 2.8.5 某 工厂 生产 两 种 产品 甲 与 乙 ， 出 售 单价 分 别 为 10 元 与 9 元 ， 生 产 工 单位 的 产 


品 甲 与 生产 > 单位 的 产品 乙 的 总 费用 是 400 十 2z 十 3y 十 0. 01(3z 十 zy 十 3y*) 元 . 求 取得 最 大 
利润 时 ， 两 种 产品 的 产量 各 为 多 少 ? 


解 设 L(z，y) 表 示 产 品 甲 与 乙 分 别 生产 工 与 y 单位 时 所 得 的 总 利润 . 因为 总 利润 等 于 


总 收入 减 去 总 费用 ， 所 以 


L(x, y)=(10zx 二 9y) 一 [400 十 2zx 十 3y 十 0. 01(3zx? 十 ZTy 十 3y?)] 
二 8z 十 6y 一 0.01(3z? 十 zy 十 3y) 一 400. 
L-(z，y) 一 8 一 0. 01(6z 十 y) 一 0，L,Crz，y) 一 6 一 0.01(z 十 6y) 一 0. 得 驻 点 (120，80). 
再 由 LL;, 一 一 0.06<0，L。 一 一 0.01，L 一 一 0.06 得 
已 一 AC 一 (一 0.01) 一 (一 0.06) 一 一 3.5X10 环 一 0. 
所 以 ， 当 z=120 和 y==80 时 ，L(120，80) 一 320 是 极 大 值 . 由 题 意 知 ， 生 产 120 单位 产 


品 甲 与 生产 80 单位 产品 乙 所 得 利润 最 大 . 
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2.8.3 条 件 极 值 


上 面 讨论 的 极 值 问题 ， 自 变量 在 定义 域内 可 以 任意 取 值 ， 未 受 任何 限制 ， 通 常 称 为 无 条 
件 极 值 . 在 实际 问题 中 ， 求 极 值 或 最 值 时 ， 对 自 变量 的 取 值 往往 要 附加 一 定 的 约束 条 件 . 这 
类 附 有 约束 条 件 的 极 值 问题 ， 称 为 条 件 福 值 . 条 件 极 值 问 题 的 约束 条 件 分 为 等 式 约束 条 件 和 
不 等 式 约束 条 件 两 类 ， 这 里 仅 讨论 等 式 约束 条 件 下 的 条 件 极 值 . 

考虑 函数 x 二 A/(zx，y) 在 满足 约束 条 件 g(x+，y) 一 0 时 的 条 件 极 值 问题 ， 求 解 这 一 条 件 极 
值 问题 的 常用 方法 是 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 

拉 格 朗 日 乘 数 法 的 具体 求解 步骤 如 下 : 

(1) 构造 辅助 函数 ( 称 为 拉 格 朗 日 函数 ) 

L(x, y, A)=f(x, y)+Ag(x, y), 

其 中 为 待定 常数 ， 称 为 拉 格 朗 日 乘 数 ,将 原 条 件 极 值 问题 化 为 求 三 元 函数 L(xz+，y,， 4) 
的 无 条 件 极 值 问题 . 

(2) 由 无 条 件 极 值 问 题 的 极 值 必要 条 件 有 


冠 = 户 十 9. 一 0， 


Be 
aL _ 
其 三 9 ，Jy) 一 0 


联 立 求解 这 三 个 方程 ， 解 出 可 能 的 极 值 点 (z，>) 和 乘 数 1. 
(3) 判别 求 出 的 (z，>) 是 否 为 极 值 点 ， 通 常 由 问题 的 实际 意义 判定 . 
对 于 多 于 两 个 自 变量 的 函数 或 多 于 一 个 约束 条 件 的 情形 也 有 类 似 的 结果 . 
例 2.8.6 求 体积 为 a 而 所 需 材料 最 少 的 无 盖 长 方 体 容器 . 
解 ” 设 长 方 体 的 三 楼 长 为 z-，y，z， 则 问题 就 是 在 条 件 p(x+，y) 二 xyz 一 a 二 0 下 ， 求 函数 
S=Zzxy+2zz+2yz (x>0, y>0, z>0) 
的 最 小 值 . 作 拉 格 朗 日 函数 
L(x, y, z, A)=zy++2zxz++2yz+A(ryz—a’). 


于 一 ?十 2z 十 My 一 0， 
绢 =z+2z+Mzz=0， 
DE =27+2y+Ary=0, 
zys az 一 0 


和 高 等 数学 (下 ) 


将 上 述 方程 组 的 第 一 个 方程 乘 以 <， 第 二 个 方程 乘 以 y， 第 三 个 方程 乘 以 x， 再 两 两 相 减 得 
2zz 一 2yz 一 0， 
i 
因为 z>0，x>0， 所 以 有 z 一 > 一 2>. 代入 第 四 个 方程 得 唯一 的 可 能 极 值 点 


3 
z=y=V2a, = 一 


由 问题 本 身 可 知 最 小 值 一 定 存在 ， 因 此 当 x 二 y==V2a， = 时 ， 容 器 所 需 材 料 最 少 . 


例 2.8.7 某 工厂 生产 两 种 商品 的 日 产量 分 别 为 x 和 y( 单 位 : 件 )， 总 成 本 函数 CCz，y) 
二 8x 一 xy 十 12y* (单位 :元 ) ， 商 品 的 限额 为 zx 十 y 王 42， 求 最 小 成 本 . 
解 ” 约 束 条 件 为 
p(x, y)=zx+y—42=0. 
设 拉 格 朗 日 函数 


L(xz, y, 42)=8zx’—Zzy+12y +A(z+y—42). 
求 其 对 +，y, #4 的 一 阶 偏 导数 ， 并 使 之 为 零 ， 得 方程 组 
L,=16x—y+4=0,， 
工 ,一 一 Z 十 24y 十 和 一 0， 
一 Z 十 y 一 42 一 0. 
解 得 z 一 25，y 一 17， 故 唯一 驻 点 (25，17) 也 是 最 小 值 点 ， 它 使 成 本 为 最 小 . 最 小 成 本 为 
C(25，17) 王 8X25? 一 25X17 十 12X17: 王 8043， 


即 最 小 成 本 是 8043 元 . 
习题 2. 8 
1. 求 下 列 函 数 的 极 大 值 与 极 小 值 : 
(1) flx, y=4(x—W)—x— ys (2) fx, HD=zyt ys 
(3) f(x, =e (zy i+2y)s (4) f(z, y)=xzy(a—zx—y). 
2. 求 下 列 函 数 的 条 件 极 值 : 
(1) z 二 ty， 附加 条 件 x 十 y= 二 1; (2) < 二 式 十 六 ， 附 加 条 件 志 十 郑 ==1. 


3. 要 制造 一 个 无 盖 的 圆柱 形容 器 。 已 规定 容积 为 V, 希望 表面 积 S 最 小 ( 即 所 耗材 料 最 
问 该 容器 的 高 度 互 和 底 半 径 R 应 是 多 少 ? 

4. 要 制造 一 个 无 盖 的 长 方形 容器 ,已 规定 表面 积 为 S$, 希望 容积 V 最 大 ， 问 该 容器 的 
长 、 宽 、 高 应 是 多 少 ? 


[ss 
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2.9 总 习题 


1. 填空 题 . 

0) f(x， 在 点 (xz，y) 处 可 微 是 F(z，y) 在 该 点 连续 的 条 件 ，F(z，y) 在 点 
(zx，y) 连 续 是 /(z，y) 在 该 点 可 微 的 。 ”条件 ; 

(2) = 一 FCz，y) 在 点 (z， 光 ) 的 偏 导数 宇 及 卫 存 在 是 /zx， y) 在 该 点 可 微 的 。 条 
件 ，z 二 f(x,y) 在 点 (x，y) 可 微 是 函数 在 该 攻 点 偏 导数 革 和 5 存在 的 条 件 ; 


(3) = 一 7(z， 光 的 偏 导数 短 及 验 在 点 (rz，y) 存 在 且 连 续 是 /(z，y) 在 该 点 可 微 的 
条 件 ， 
(4) 函数 == /Crz，y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 -2 及 -在 区 域 D 内 连续 是 这 两 个 二 阶 
Ay9r ”9Dzay 
混合 偏 导数 在 D 内 相等 的 条 件 ; 


二 ;Ty Es ， 
(5) 设 交 一 z， i ; 
并 = es dz_ 
(6) 设 一 一 ，z 一 ct，y 一 lnt， 则 全 导数 一 一 
y dr 


2. 求 函 数 = 一 /党 二 一 坟 的 定义 二 


3. 设 f(z 十 y， Xx 一 y)=zx: 一 yy， 求 f(z, yy). 
4. 求 下 列 函 数 极限 : 


二 SS 2 2 > 
(1) liml 一 cos VE +y, (2) limlnCz 士 e). 
He 2 VETy 
5. 求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 : 
(1) z=In(z+y); (2) z=x*. 


6. 设 = 一 zzsin(Cz 十 y)， 求 2 及 地 


7. 设 z=f(u, zx, y), u=ze’”, en 


8. 设 4 二 xz， 而 z= 二 g(t)，y 二 YK) 都 是 可 微 函 数 ， ee 


9. 设 > 二 z(t，y) 是 由 方程 式 十 y 十 二 ye 所 确定 的 隐 范 数 ， 求 dx. 
10. 设 w=x”y:z*。 求 du 


EC 


11. 求 曲面 e 一 = 十 zy 一 3 在 点 Mu(2， 1，0) 处 的 切 平面 方程 与 法 线 方程 . 

12. 求 螺旋 线 x 二 acos0，y 二 asin0，z 二 50 在 点 (a，0，0) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 
13. 求 曲面 一 zy 上 何 处 的 法 线 垂直 于 平面 + 十 3y 十 x 十 9 一 0, 并 写 出 法 线 的 方程 . 
14. 求 函数 w= 二 zy 十 yz 十 zz 在 点 (1，2，3) 的 梯度 . 

15. 求 函 数 f(x，y) 二 (6x 一 xz?)(4y 一 y) 的 极 值 . 
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若 将 定 积分 中 的 被 积 函数 、 积 分 范围 ， 分 别 推广 到 被 积 函 数 为 二 元 函数 和 三 元 函数 与 相 
应 的 积分 范围 ， 便 得 到 二 重 积分 和 三 重 积分 ， 统 称 为 重 积分 . 本 童 将 介绍 重 积分 的 概念 、 计 
算 方法 和 它 在 几何 、 物 理 方面 的 一 些 应 用 . 


3.1 二 重 积 分 的 概念 与 性 质 


3.1.1 二 重 积分 的 概念 


1. 引 例 

(1) 曲 顶 柱 体 的 体积 

设 有 一 立体 的 底 是 xOy 平 面 上 的 有 界 闭 区 域 D, 侧面 是 以 DD 的 边界 曲线 为 准 线 、 母 线 平 
行 于 x 轴 的 柱 面 ， 顶 是 由 二 元 非 负 连续 函数 > 二/(z+，y) 所 表示 的 曲面 (如 图 3.1.1). 这 个 立 
体 称 为 D 上 的 曲 顶 柱 体 . 试 求 该 曲 顶 柱 体 的 体积 . 


图 3. 1.1 


我 们 知道 ， 对 于 平 项 柱 体 ， 即 当 f(x，y) 寺 h(h 为 常数 ,hh 二 0) 时 ， 它 的 体积 为 
V= 高 X 底 面积 =hXo， 
其 中 是 有 界 闭 区 域 D 的 面积 . 现在 柱 体 的 顶 是 曲面 ， 它 的 高 fF(z，y) 在 D 上 是 变量 ， 它 的 


和 高 等 数学 (下 ) 


体积 就 不 能 用 上 面 的 公式 来 计算 . 但 是 我 们 可 仿照 求 曲 边 梯 形 面 积 的 思路 ， 把 D 分 成 许多 小 
区 域 ， 由 于 f(zx，y) 在 D 上 连续 ,因此 它 在 每 个 小 区 域 上 的 变化 就 很 小 ， 因 而 相应 每 个 小 区 
域 上 的 小 曲 顶 柱 体 的 体积 就 可 用 平 项 柱 体 的 体积 来 近似 替代 ， 且 区 域 D 分 割 得 愈 细 ， 近 似 值 
的 精度 就 愈 高 . 于 是 通过 求 和 、 取 极限 就 能 算得 整个 曲 项 柱 体 的 体积 . 具体 作法 如 下 : 

@ 分 割 . 将 区 域 马 任意 分 成 n 个 小 区 域 Am ，Ao;，…，Ao,， 称 为 子 域 , 并 以 Aoi (i 二 1， 
2，…，n) 表 示 第 i 个 子 域 的 面积 . 然后 对 每 个 子 域 作 以 它 的 边界 曲线 为 准 线 、 母 线 平行 = 轴 
的 柱 面 . 这 些 柱 面 就 把 原来 的 曲 项 柱 体 分 成 个 小 曲 项 柱 体 . 

@ 近似 . 在 每 个 小 曲 顶 柱 体 的 底 Ac 上 任 取 一 点 (5, 7%) (i 二 1，2,，…，n),， 用 以 
了 (后 ， 妈 ) 为 高 、AGi 为 底 的 平 项 柱 体 的 体积 /5，7D)Ac 近似 替代 第 i 个 小 曲 顶 柱 体 的 体积 
(如 图 3. 1. 2) ， 即 

AViTf(6, 1%)Ao. 


图 3.1.2 
@ 求 和 . 将 这 nn 个 小 平 项 柱 体 的 体积 相 加 ， 得 到 原 曲 顶 柱 体 体积 的 近似 值 ， 即 


V= Sav, 和 DE ,Wm) Ao. 
@ 取 极 限 . 将 区 域 D 无 限 细 分 且 每 一 个 子 域 趋 向 于 缩 成 一 点 ,这 个 近似 值 就 趋向 于 原 曲 
顶 柱 体 的 体积 ， 即 


V= lim 2 75 ,9)Aa， 


其 中 , 4 是 这 个子 域 的 最 大 直径 (有 界 闭 区 域 的 直径 是 指 区 域 中 任意 两 点 间距 离 的 最 大 值 ). 

(2) 平面 薄片 的 质量 

设 有 一 平面 薄片 占有 zOy 平面 上 的 区 域 D( 如 图 3.1. 3), 它 的 面 密度 (单位 面积 上 的 质 
量 ) 为 D 上 的 连续 函数 (rx，y). 求 该 平面 薄片 的 质量 . 

我 们 知道 ， 对 于 质量 分 布 均匀 的 薄片 ， 即 当 jy(z，y) 志 pw (jo 为 常数 ，m 二 0) 时 ， 该 薄片 
的 质量 为 


| _ 


m 王 面 密度 X 薄 片面 积 二 yo. 
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图 3.1.3 


现在 薄片 的 面 密度 x(x，y) 在 忆 上 是 变量 ， 因 而 它 的 质量 就 不 能 用 上 面 的 公式 计算 . 但 
是 它 仍 可 仿照 求 曲 顶 柱 体 体积 的 思想 方法 求 得 . 简单 地 说 ， 非 均匀 分 布 的 平面 薄片 的 质量 ， 
可 以 通过 分割、 近似 、 求 和 、 取 极限 ”这 四 个 步骤 求 得 . 具体 作法 如 下 : 

@ 分 割 . 将 薄片 ( 即 区 域 D) 任 意 分 成 个子 域 Am ，Am ，…，Ao 并 以 Aoi; (i 二 1，2， 

，7) 表 示 第 i 个子 域 的 面积 . 

@ 近似. 由 于 x(x，y) 在 D 上 连续 ,因此 当 Ac; 的 直径 很 小 时 ， 这 个 子 域 上 的 面 密度 的 
变化 也 很 小 ， 即 其 质量 可 近似 看 成 是 均匀 分 布 的 ， 于 是 在 Ac 上 任 取 一 点 (，%) (i 二 1，2， 
…，n)， 第 i 块 薄片 的 质量 的 近似 值 为 

AmAp(6, %)Ao;. 
@ 求 和 . 将 这 个 薄片 质量 的 近似 值 相 加 得 到 整个 平面 薄片 质量 的 近似 值 ， 即 


m = Sy ~ Vai 
@ 取 极 限 。 当 ， 个 子 域 的 最 大 直径 )_*0 时 ， 上 述 和 趟 的 极限 就 是 所 求 薄片 的 质量 ， 即 
医生 lm Ds ar. 
2， 二 重 积分 的 定义 


上 面 两 个 引 例 虽然 来 自 于 不 同 的 领域 ， 但 是 它们 解决 问题 的 方法 却 是 一 样 的 ， 归 结 为 求 
二 元 函数 在 平面 区 域 上 和 式 的 极限 . 在 物理 、 力 学 、 几 何 及 工程 技术 中 有 许多 量 都 归结 为 求 
这 种 和 式 的 极限 . 抽 去 它们 的 具体 意义 ， 就 有 如 下 的 二 重 积 分 的 定义 . 

定义 3.1.1 设 二 元 函数 > 二 f(x,y) 定义 在 有 界 闭 区 域 D 上 . 将 区 域 D 任意 分 成 n 个 子 
域 Ac (i 一 1，2,，…，n)， 并 以 Ac 表示 第 i 个 子 域 的 面积 . 在 Ac 上 任 取 一 点 ( 甸 ，%)， 作 和 


DE sa. 如 果 当 各 个 子 域 的 直径 中 的 最 大 值 4 趋 于 零 时 ， 此 和 式 的 极限 存在 ， 则 称 此 


极限 为 丽 数 /(x，y) 在 区 域 D 上 的 二 重 积分 , 记 为 /Cz ，y)do， 即 
由 cac Es lim D/C8 ,9) A0. 


| 


高 等 数学 (下 ) 


这 时 , 称 f(x, y) 在 D 上 可 积 . 其 中 f(r+，y) 称 为 被 积 函 数 ， f(x，y)do 称 为 被 积 表达 式 ， 
do 称 为 面积 元 素 ，D 称 为 积分 域 , || 称 为 二 重 积 分 号 . 


与 一 元 函数 定 积分 存在 定理 一 样 。 如 果 f(z+，y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ， 则 无 论 D 如 何 
分 法 ， 点 (和 ， 有 7) 如 何 取 法 ， 上 述 和 式 的 极限 一 定 存 在 . 换 句 话说 ,在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 函 
数 ， 一 定 可 积 (证 明 从 略 ). 以 后 ， 本 书 将 假定 所 讨论 的 函数 在 有 界 区域 上 都 是 可 积 的 . 

根据 二 重 积分 的 定义 ， 曲 顶 柱 体 的 体积 就 是 柱 体 的 高 /(+，y) 三 0 在 底面 区 域 D 上 的 二 
重 积分 ， 即 


V = 


非 均 匀 分 布 的 平面 薄片 的 质量 就 是 它 的 面 密度 函数 x(x+，y) 在 薄片 所 占有 的 区 域 D 上 的 
二 重 积 分 ， 即 


m= |lk(x,y)do. 
lL 
3. 二 重 积分 的 几何 意义 
当 /(x， 3)>0 时 ， 二 重 积分 /xz，y)do 的 几何 意义 就 是 图 3. 1. 1 所 示 的 曲 顶 柱 体 的 
也 


体积 : 当 FCz，>) 过 0 时 ， 柱 体 在 zOy 平面 的 下 方 ， 二 重 积分 | /dz， 3)dc 表示 该 柱 体 体 积 的 
了 


相反 值 ， 即 f(x， 3 的 绝对 值 在 D 上 的 二 重 积分 || 1f(zx，y)1do 才 是 该 曲 项 柱 体 的 体积 ; 当 
D 
f(z，Y) 在 D 上 有 正 有 负 时 ， 如 果 我 们 规定 在 xOy 平面 上 方 的 柱 体 体 积 取 正 号 ， 在 zOy 平面 
下 方 的 柱 体 体积 取 负 号 ， 则 二 重 积分 | /Cz， y)do 的 值 就 是 它们 上 、 下 方 柱 体 体积 的 代数 和 . 
也 


3.1.2 二 重 积 分 的 性 质 


二 重 积分 具有 下 述 性 质 ， 以 下 所 遇 到 的 函数 假定 均 可 积 , 
性 质 1 被 积 函数 中 的 常数 因子 可 以 提 到 二 重 积分 的 外 面 ， 即 
用 F629qo = 和 /ewy)de Ck 为 常数). 
性 质 2 函数 的 和 (或 差 ) 的 二 重 积分 等 于 各 个 丽 数 的 一 重 积分 的 和 (或 差 )， 即 
je Wglrs w= wat hee, y) da. 


性 质 3 如 果 区 域 D 被 分 成 两 个 子 区 域 D， 与 D， 则 在 D 上 的 二 重 积分 等 于 在 各 子 区 域 
Di,，D: 上 的 二 重 积分 之 和 ， 即 


此 ce ydo 一 re wast rer， y)do. 


家 也 


Ls 
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这 个 性 质 表 明 二 重 积 分 对 于 积分 区 域 具有 可 加 性 . 
性 质 4 如 果 在 D 上 ， f(x,y) 二 1， 且 DD 的 面积 为 s， 则 
[lac =. 
人 
性 质 5 如 果 在 D 上 , f(x, y) 三 g(x，y)， 则 


[prensa < 
Dp 


| (zy)dc. 


Db 


推论 ”函数 在 D 上 的 二 重 积分 的 绝对 值 不 大 于 函数 的 绝对 值 在 D 上 的 二 重 积分 ， 即 


do. 


| | 
性 质 6 如 果 M，m 分 别 是 函数 f(z+，y) 在 D 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ,，o 为 区 域 D 的 面积 ， 则 
mo <|/c.war < Mo. 
b 


< 由 re 
省 


性 质 7( 二 重 积分 中 值 定 理 ) 设 函 数 f(z，y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ,， 记 “是 的 面积 ， 
则 在 刀 上 至 少 存在 一 点 (5s， 妃 ， 使 得 
ceae = f(§,D0. 


Dp 


这 些 性 质 的 证 明 与 相应 的 定 积分 性 质 的 证 法 类 似 . 证 明 从 略 . 


习题 3. 1 


1. 利用 二 重 积分 的 性 质 估计 下 列 积分 的 值 . 


wy | de 入 中 DD 一 tlw, 0) [el Uyaly 


» Vi Ty Faryt16 
(2 了 = | 人 + 二 10)do, 其 中 品 是 由 圆周 x 十 y 一 4 所 有 成 . 
2. 根据 二 重 积 分 的 性 质 ， 比较 下 列 积分 的 大 小 . 
Dt yes St yao, 其 中 积分 区 域 DD 由 圆周 (x 一 2)? 十 (y 一 1)* 二 2 所 围 成 ; 


(2) | ta 与 | + de, 其 中 积分 区 域 DD 由 zx 轴 、y 轴 与 直线 x 十 y = 1 所 围 成 ; 


(3) nc t+ wae 与 | [mcz+]*de， 其 中 DD 是 三 角形 闭 区 域 , 三 顶点 分 别 为 (1,0)， 


(1,1),(2,0) . 


5| 


高 等 数学 (下 ) 


3.2 二 重 积 分 的 计算 


按 定 义 来 计算 二 重 积分 显然 是 很 困难 的 ， 需 要 找 一 种 实际 可 行 的 计算 方法 ， 我 们 将 首先 
介绍 在 直角 坐标 系 中 的 计算 方法 ， 然 后 再 介绍 在 极 坐 标 系 中 的 计算 法 . 
3.2.1 利用 直角 坐标 计算 二 重 积 分 


在 直角 坐标 系 中 我 们 采用 平行 于 工 轴 和 > 轴 的 直线 把 区 域 D 分 成 许多 小 和 矩形， 


F 是 面积 
元 素 do 一 drdy， 二 重 积分 可 以 写成 
sdardy. 
也 
下 面 用 二 重 积分 的 几何 意义 来 导出 化 二 重 积分 为 二 次 积分 的 方法 . 
设 D 可 表示 为 不 等 式 (通常 称 为 X 型 )( 如 图 3. 2. 1) ， 
yzZ) 委 yy 委 y% x), a<r<b. 
本 z=f(x, y) 
~ 村 
一 )2( 
JP p | 
(2 
A 
| 
=m) Rd 
ol > 了 O a x b 
3.2.1 图 3.2.2 


下 面 我 们 用 定 积分 的 “切片 法 ”来 求 这 个 曲 顶 柱 体 体 积 . 


在 La,， 5b] 上 任意 固定 一 点 xz。， 过 ze 作 垂直 于 x 轴 的 平面 与 柱 体 相交 ， 截 出 的 面积 设 为 
S(zo)， 由 定 积分 可 知 


Sy = Pemay. 
一 般 地 ， 过 [a，05] 上 任意 一 点 x+， 且 垂 直 于 x 轴 的 平面 与 柱 体 相交 得 到 的 截面 面积 为 
sw = 六 ”ready 


根据 图 3. 2. 2， 由 定 积分 的 "平行 截面 面积 为 已 知 ， 求 立体 体积 ”的 方法 可 知 ， 所 求 曲 顶 
柱 体 体积 为 


b br [yn) 
v=|scwar=| [| f(z dy dr， 
a a 


Ea 
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所 以 
由 rearay= [六 foesway |az. 
上 式 也 可 简 记 为 
cw ardy = ff Hen pi (3.2.1) 
式 (3.2.1) 就 是 二 重 积 分 化 为 二 次 积分 的 计算 方法 ,该 方法 也 称 为 累 次 积分 法 . 计算 第 一 
次 积分 时 ， 视 x 为 常量 ， 对 变量 > 由 下 限 y, (x) 积 到 上 限 y, (z)， 这 时 计算 结果 是 关于 并 的 
函数 ， 计 算 第 二 次 积分 时 ，z 是 积分 变量 ,积分 限 是 常数 ,计算 结 果 是 一 个 定 值 . 
设 积分 区 域 D 可 表示 为 不 等 式 ( 通 常 称 为 Y 型 )( 如 图 3. 2. 3): 
TI(Y SIEr(y), cSy<d. 
完全 类 似 地 可 得 
es wardy = Tas f(r,y) dr. 信 ,. 包 到 
» Pot Pe 


化 二 重 积分 为 累 次 积分 时 ， 须 注意 以 下 几 点 : 

Q@ 累 次 积分 的 下 限 必 须 小 于 上 限 . 

@ 用 式 (3. 2. 1) 或 式 (3.2.2) 时 ， 要求 D 分 别 满足 :平行 于 y 轴 或 x 轴 的 直线 与 D 的 边界 
相交 不 多 于 两 点 . 如 果 DD 不 满足 这 个 条 件 ， 则 需要 把 DD 分 割 成 几 块 (如 图 3.2.4)， 然 后 分 块 
计算 . 


nD 


o| x 
图 3.2.3 图 3.2.4 


Wy 


@ 一 个 重 积分 常常 是 既 可 以 先 对 y 积分 (如 式 3. 2.1)， 又 可 以 先 对 工 积 分 (如 式 3. 2. 2)， 
而 这 两 种 不 同 的 积分 次 序 ， 往 往 导致 计算 的 繁 简 程度 差别 很 大 ， 那 么 ， 该 如 何 恰当 地 选择 积 
分 次 序 呢 ? 下 面 举 例 说 明 . 


例 3.2.1 计算 | zydzdy， 其 中 D; zx 十 YY 过 1,，z 宇 0，y 宇 0. 
D 


解 作 D 的 图 形 ( 如 图 3.2.5). 先 对 > 积分 (固定 zx)，>y 的 变化 范围 由 0 到 V1 一 <， 然 
后 再 在 xz 的 最 大 变化 范围 [0 ，1] 内 对 xz 积分 ,于 是 得 到 
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和 高 等 数学 (下 ) 


1 Vi 1 1 MAE 
ydzay i | dz| ady = | 2 人 dr 
o Jo o o 
: -we Ei 1 
| el Ve 2 (2 1) | = 去 


本 题 若 先 对 工 积分 ， 解 法 类 似 . 


O x 1 于 
图 3.2.5 
例 3.2.2 计算 ||2zy*dzdy, 其 中 品 是 由 抛物 线 y 一 了 及 直线 一 一 2 所 图 成， 


解 ” 画 DD 的 图 形 ( 如 图 3.2.6). 选择 先 对 zz 积分, 这 时 DD 的 表示 方式 为 
yY 和 xz 委 y 十 2， 
pe 
从 而 


2 yt2 
Peardy 一 | | 2zy dz 
骨 y 


2 
一 | y (x) 
一 ! 


3 十 2 
2 dy 


2 
= | (y' + 4y’ + 4y’ C— y')dy, 
| 


图 3.2.6 
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分 析 :本题 也 可 以 先 对 y 积分 后 对 xz 积分 ， 但 是 ， 这 是 就 必须 用 直线 zx 王 1 将 也 分 成 Di 
和 D; 两 块 ( 如 图 3. 2.7). 其 中 ， 


人 二 
1 2 
Uz<l, 1 委 z 委 4. 


由 此 得 
saaay 3 2azay + 2ay: drdy 
b Di D, 
1 V7 4 Vr 
一 | dz| 2zy dy +| dz| 2zy?dy. 
0 斑 1 2 


计算 起 来 要 比 先 对 zx 积分 后 对 y 积分 麻烦 得 多 ,所 以 恰当 地 选择 积分 次 序 是 化 二 重 积 分 
为 二 次 积分 的 关键 步骤 . 


图 3.2.7 


本 广东 李 计算 I= ay| isinzydz. 


解 ” 若 按 原 所 给 的 次 序 计算 积分 T， 需 要 进行 两 次 分 部 积分 ， 如 果 我 们 设想 交换 一 下 积 
分 次 序 ， 先 对 y 积分 ， 这 时 因子 zx? 则 可 移出 ， 求 积分 就 简单 多 了 ， 为 此 先 将 积分 区 域 D 用 
不 等 式 表 示 出 ， 并 面 出 D 的 图 形 ( 如 图 3. 2. 8). 
po 
0<y<1. 
按照 先 对 zz 积分 的 考虑 ， 重 新 将 D( 如 图 3. 2. 9) 表 示 为 
ey 
D: 
0<zx<1. 
于 是 , 工 的 积分 次 序 可 以 交换 为 


会 上 az sinzydy( 这 时 zx? 可 移出 ,计算 就 简便 多 了 ) 


1 vw 1 
= | zcoszy)| dz 一 | za 一 es)dz 
o o o 


> 
高 等 数学 (下 ) 


1 


1 
一 村 (好 一 sinz2) 
o 


一 六 — sinl). 


0 1 


图 3.2.8 图 3.2.9 


例 3.2.4 求 椭圆 抛物 面 < 一 4 一 + 一 沁 与 平面 = 一 0 所 转 成 的 立体 体积 . 


解 画 出 所 围 立 体 的 示意 图 (如 图 3. 2. 10). 考虑 到 图 形 的 对 称 性 ， 只 需 计算 第 一 卦 限 部 


分 即 可 ， 即 
We 让 (4 二 天 二 jardy 


其 中 D 如 图 3. 2. 11 所 示 . 


Ls 
4 
p=V16-4x 
> 
0 2 六 
图 3.2.10 图 3.2.11 
故 
证 二 lke drdy 
D 
2 V1e—4r 2 
=44| dz| (4 一 了 一 沁 )dy 
o Jo 4 
16 一 422 
de 


Ss i 一 人 
路 co Wa | 


E23 
EE 站 | (— 2 d= 16x。 
3 小 


[oo 
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3.2.2 利用 极 坐标 计算 二 重 积 分 


对 于 某 些 形式 的 二 重 积分 ， 利 用 直角 坐标 计算 往往 是 很 困难 的 ， 而 在 极 坐标 系 下 计算 则 
比较 简单 . 

首先 ， 分 割 积 分 区 域 D， 我 们 令 - 取 一 系列 常数 (得 到 一 族 中 心 在 极点 的 同心 圆 ) 和 0 取 
一 系列 常数 (得 到 一 族 过 极点 的 射线 ) 的 两 组 曲线 ,将 DD 分 成 许多 小 区 域 (如 图 3. 2. 12) ， 于 是 
得 到 了 极 坐标 系 下 的 面积 元 素 为 


da 一 rdrd0. 


再 分 别 用 x 二 rcos0，y 二 rsin9 代 换 被 积 函数 /(z，y) 中 的 zx，y， 这 样 二 重 积 分 在 极 坐标 
系 下 表达 形式 为 


cwas 坟 | reos0. rsin®) rdrdo. 
实际 计算 时 ,与 直角 坐标 系 情况 类 似 , 还 是 化 成 累 次 积分 来 进行 . 
设 D( 如 图 3. 2. 13) 位 于 两 条 射线 0 一 xc 和 0 二 B 之 间 , DD 的 两 段 边 界线 极 坐标 方程 分 别 为 


r=n(0, r=n (0. 
则 二 重 积 分 就 可 化 为 如 下 的 累 次 积分 


8 rr (OD 
asae i | do frecos,rsinO) rdr. 售 饭 部 
a nw 
如 果 极 点 O 在 D 内 部 (如 图 3.2.14)， 则 有 
az。 rt) 
由 cpu 3 | dd f(rcosO,rsinO) rdr. {3,. 254) 
了 
r=r(0) 
人 7 
x 
> 
图 3.2.14 


高 等 数学 (下 ) 


图 3. 


oz 


例 3.2.5 将 二 重 积分 |/(z,y)dc 化 为 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 ,其 中 
D:zxz’+y<2Rr, y=0. 
解 夯 出 DD 的 图 形 ( 如 图 3.2.15), D 可 表示 为 
0<0< 了 ， 0<r<2Reosh. 
于 是 得 到 
4 2Reosl 
re， wdo= | ao| (rcosbg,rsin0)rdr . 


b 


例 3.2.6 计算 ads ,Di:zz 十 到 过 au 
也 


解 ”选用 极 坐 标 计算 ， 有 


C24) 六 Po a 
le it le rdrd0 = | dl e ”rdr 
D 


b 


例 3.2.7 计算 | dzdy ， 其 中 成 是 两 团 z? 十 y=1 和 于 十 光一 4 之 间 的 环形 区 域 
了 


解 作 的 图 形 ( 如 图 3.2.16)， 选 用 极 坐 标 ， 它 可 表示 为 
1<r<2, 0<0<2x. 
于 是 
[aaas 一 | ao reose “rdr= csoao| rdr 
gd o 1 
了 


2* 1 十 cos20 | 3 星 
| 2 do] rdr = 下 


0 


7r=2RcosO 


图 3. 2. 1S 图 3. 2. 16 


例 3.2.8 求 由 圆锥 面 > 一 4 一 Vz 十 y 与 旋转 抛物 面 一己 十 y 所 围 立 体 的 体积 (如 
17% 
解 选用 极 坐标 计算 


V = 二 二 到 (ze + 3) ]dzdy 
D 


= 由 (4 一 -一 邱 )rdrdg. 
D 


求 立体 在 zxOy 面 上 的 投影 区 域 D. 


由 
z 一 4 一 V+ 
消去 zx，y 得 
(z 一 人 2 一 2z 
即 
xz 一 10z 十 16 二 0， 
亦 即 
z—2)(z—8)=0. 
得 


因此 , DD 由 zx’ 十 yy 二 4， 即 r=2 围 成 . 
故 得 
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4 


v= | ol (> 2 )dr 2 (27 


介 
本 号 


一 号 ) 


以 上 我 们 讨论 了 二 重 积 分 在 两 种 坐标 系 中 的 计算 方法 . 十 分 明显 ， 选 取 适 当 的 坐标 系 对 
计算 二 重 积分 是 至 关 重 要 的 . 一 般 说 来 ， 当 积分 区 域 为 圆 形 、 扇 形 、 环 形 区 域 ， 而 被 积 函数 


中 含有 安 十 y 的 项 时 ， 采 用 极 坐标 计算 往往 比较 简便 ， 


习题 3. 2 


1 将 二 重 积分 | /Crz，y)da 化 为 二 次 积分 ， 积 分 区 域 如 下 ， 


(1) DD 为 x 十 y= 二 1, x 一 y 二 1， x 二 0 围 成 的 区 域 ; 


(2) DD 为 z=a, z=24，y 一 一 b，y 一 多 (a>0, 5>0) 转 成 的 区 域 ， 


(3) DD 为 (x 一 2)* 十 (y 一 3)* 过 4 围 成 的 区 域 ; 
(4) DD 为 zx? 十 六 二 1，y 宇 z，z 宇 0 围 成 的 区 域 ; 
(5) D 为 y= 二 x*， y= 二 4 一 x? 围 成 的 区 域 . 
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高 等 数学 (下 ) 


2. 更 换 下 列 二 次 积分 的 次 序 . 


1 Vy 1 Vi 
GD | dy| f(z, y) dr; (2) | dz| fr, ydy; 
0 y a 0 
1 2 一 y 0 iy 
3 | EE Des (4) | dy (rs Wdrs 
e Inr 1 VT 4 VT 
G) | dz| piss (9 ar] re 流 dy 十 | az| ce， dy. 
0 9 ”小 -后 到 


3. 确定 常数 a， 使 | esincz+y)dzdy 一 1 其 中 DD 是 y=zx, y=27， z 二 六 有 成 的 区 域 . 
b 
4. 计算 下 列 二 重 积 分 . 


(1) ee 是 y=z 与 y= 二 x? 围 成 的 区 域 ; 


二 


(2) (zz 十 y)dxrdy,， D 是 y=x’ 与 x 二 y 围 成 的 区 域 ; 


(3) 上 xdzrdy, DD 是 以 (0，0)，(1，2)，(2，1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 ; 


(4) | f(x， y)drdy， DD 是 zx! 十 y 宇 27， z=1，x=2，y 二 zx 围 成 的 区 域 ， 

Db 

Ty LCs DS 
0， 其 他 ; 


(5) || edrdy, DD 是 以 C0，0)，(1，1)，(0，1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 ， 
b 
(6) | ep DD 是 + 一 0，y 二 0， x 二 x 与 y 一 sinz 围 成 的 区 域 . 
pb 


5. 利用 极 坐标 计算 下 列 二 重 积分 . 


(1) (zx 十) dzdy， DD 是 环形 区 域 a?<<z 十 y* 二 ; 
b 
(2) || Vx: 十 ydxrdy，DD 是 xz! 十 六 一 4， x 十 二 2x 围 成 的 区 域 ; 
b 


(3) |[ydzxdy ,DD 是 圆 z* 十 y==a? 在 第 一 象限 内 的 区 域 ; 


(4) (rz 十 y)drdy ,DD 是 zx? 十 yy 过 zx 十 y 所 围 成 的 区 域 ; 


b 


ny ave 之 drdy ，D 是 1<z 十 y<4 及 直线 y=z， y=0 所 转 成 的 第 一 象限 内 的 区 域 


flz, -| 


6. 利用 二 重 积 分 ， 计 算 下 列 曲线 围 成 的 平面 图 形 的 面积 . 
(1) y=x, y=57x, X=1; 
(2 wy—0:s wy—2as Jy—25s 9 一 2z0z>>0 yD. 


|o4 
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7. 用 二 重 积分 计算 立体 2 的 体积 六 ， 其 中 2 由 平面 z==0, y=x， y= 二 Xx 十 a, y=a, y 
2a 和 zx 一 3z 十 2y 所 围 成 (a 二 0). 
8. 求 球面 民 十 十 > 二 4R* 和 圆柱 面 x 十 y 一 2Rz(R>0) 所 围 (包含 原点 那 一 部 分 ) 的 体积 . 


9. 计算 二 重 积分 | vdzdy， 其 中 DD 是 由 直线 x 一 一 2，y 一 0，y 一 2 以 及 曲线 + 一 


一 V2y 一 y 所 围 成 的 平面 区 域 . 
10. 计算 二 重 积 分 一 | Vy 一 Tdxdy， 其 中 积分 区 域 D 由 0<<y<2 和 |z| 和 1 确定 . 


11. 设 f(x) 连续 , 证 明 ax] towdy e fe Dye 
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EC 


3.3 三 重 积分 


3.3.1 三 重 积 分 的 概念 


定 积分 及 二 重 积分 作为 和 的 极限 的 概念 ， 可 以 很 自然 地 推广 到 三 重 积分 . 
定义 3.3.1 设 fxz，>y， 忆 是 空间 有 界 闭 区 域 2 上 的 有 界 函 数 . 将 2 任意 分 成 个 小 闭 区 域 
Am，Aw，…，Aw， 
其 中 ，Av; 表示 第 i 个 小 闭 区 域 ， 也 表示 它 的 体积 . 在 每 个 Aw 上 任 取 一 点 (和 %”，5%)， 作 


乘积 (6， 放 ，5) Avi(i 二 1，2，…，)， 并 作 和 》 /C5，n，5)Aw， 如 果 当 各 小 闭 区 域 直 
径 中 的 最 大 值 4 趋 于 零 时 这 和 的 补 限 总 存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 (z+，y，z) 在 闭 区 域 9 上 
的 三 重 积分 . 记 作 用 f(z，y， Ddo， 即 


EE == lim 2 / ,Db A {3 % 1 
n ” ft 


其 中 ，do 叫做 体积 元 素 . 
在 直角 坐标 系 中 ， 如 果 用 平行 于 坐标 面 的 平面 来 划分 2， 那么 除了 包含 Q 的 边界 点 的 一 
些 不 规则 小 闭 区 域外 ,得 到 的 小 闭 区 域 Av; 为 长 方 体 . 设 长 方 体 小 闭 区 域 Av; 的 边 长 为 Am， 
Ay，Ax， 则 Au 一 ArmAyeAx' 因此 在 直角 坐标 系 中 ， 有 时 也 把 体积 元 素 dv 记 作 drdydxz， 
而 把 三 重 积分 记 作 
css drdyds. 


其 中 ，dzxdydz 叫做 直角 坐标 系 中 的 体积 元 素 . 

当 函 数 f(t+，y，x) 在 闭 区域 2 上 连续 时 ， 式 (3. 3.1) 右 端的 和 的 极限 必定 存在 ， 也 就 是 
函数 f(x+，y，z) 在 闭 区 域 2 上 的 三 重 积分 必定 存在 . 以 后 我 们 总 假定 函数 f(z+，y，z) 在 闭 
区 域 2 上 连续 的 . 三 重 积 分 的 性 质 也 与 二 重 积分 的 性 质 类 似 ， 这 里 不 再 重复 了 . 


3.3.2 三 重 积分 的 计算 

计算 三 重 积分 的 基本 方法 是 将 三 重 积分 化 为 三 次 积分 来 计算 . 下 面 按 不 同 的 坐标 来 分 别 
讨论 将 三 重 积 分 化 为 三 次 积分 的 方法 

1. 利用 直角 坐标 计算 三 重 积分 


假设 平行 于 x 轴 且 穿 过 闭 区域 49 内 部 的 直线 与 闭 区 域 Q 的 边界 曲面 S 相交 于 不 多 于 两 
点 .把 闭 区 域 2 投影 到 xOy 平面 上 ， 得 一 平面 闭 区 域 D,, (如 图 3.3.1). 以 D;,, 的 边界 为 准 线 


[oe 
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作 和 母线 平行 于 > 轴 的 柱 面 . 这 柱 面 与 曲面 S 的 交 线 从 S 中 分 出 的 上 、 下 两 部 分 ， 它 们 的 方程 
分 别 为 
Si: z=2z1(z, y), 
Sz: z=z2 (XT, y). 
其 中 ，xz1(z，y) 与 zz:(x，y) 都 是 D,, 上 的 连续 函数 ， 且 z1(z，y) 二 zz (zx，y). 过 D。 内 
任 一 点 (x，y) 作 平行 于 x 轴 的 直线 ,这 直线 通过 曲面 S, 穿 人 2 内， 然后 通过 曲面 5; 穿 出 Q 
外 ， 穿 人 点 与 穿 出 点 的 竖 坐 标 分 别 为 1 (zx，y) 与 zz (x，y). 


2=2z,(%,)) 


2 二 zi(x,y) 


1 ) 
J 


y=p(x) 


图 3.3.1 


在 这 种 情况 下 ,积分 区 域 2 可 表示 为 
Q={(z, ys, 2)|al(r, yz (r, y), (rx, y)ED,,)}. 
先 将 z，y 看 作 定 值 ,将 {(zx+，y，<) 只 看 做 < 的 函数 ,在 区 间 [zi (x, y), z(x,y)J 上 
对 > 积分. 积分 的 结果 是 +，y 的 函数 ， 记 为 F(x，y)， 即 
Msi) = [E> f(r,y,2)dz. 


然后 计算 F(x，y) 在 闭 区 域 D,, 上 的 二 重 积 分 


Je 加 I [eye J 


假如 闭 区 域 
Ds,={(z, W|I ry z), a<r<b}: 
把 这 个 二 重 积 分 化 为 二 次 积分 ， 于 是 得 到 三 重 积分 的 计算 公式 


四 ya (7) sr) 
ey = az ， | ,fry 2) dz. (3. .2 
省 a Cb 1 (ry) 


式 (3. 3.2) 把 三 重 积分 化 为 先 对 =、 次 对 y、 最 后 对 z 的 三 次 积分 . 
如 果 平 行 于 xz 轴 (或 y 轴 ) 且 穿 和 信 闭 区 域 2 内 部 的 直线 与 2 的 边界 曲面 S 相交 不 多 于 两 
点 ， 也 可 把 闭 区 域 Q 投影 到 yOz 面 上 (或 zxOz 面 上 )， 这 样 便 可 把 三 重 积分 化 为 按 其 他 顺序 的 
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三 次 积分 . 如 果 平 行 于 坐标 轴 且 穿 过 闭 区 域 2 内 部 的 直线 与 边界 曲面 S 的 交点 多 于 两 个 ,也 
可 像 处 理 二 重 积分 那样 ， 把 2 分 成 若干 部 分 , 使 2 上 的 三 重 积 分 化 为 各 部 分 闭 区 域 上 的 三 重 
积分 的 和 . 


例 3. 3.1 计算 三 重 积分 || =dzdyd=， 其 中 2 为 三 个 坐标 面 及 平面 zx 十 2y 十 x 一 1 所 围 成 
na 


的 区 域 . 

解 ” 作 闭 区域 2 如 图 3. 3. 2 所 示 . 

将 0Q 投影 到 zOy 面 上 ,得 投影 区 域 D,, 为 三 角形 闭 区 域 
OAB. 直线 OA，0OB 及 AB 的 方程 依次 为 y 二 0，zx 二 0 及 x 十 
2y 王 1， 所 以 

二 二 机 Wo<y<13, 0<z<1). 

在 D;, 内 任 取 一 点 (x+，y)， 过 此 点 作 平 行 于 x 轴 的 直线 ， 
该 直线 通过 平面 z= 二 0 穿 人 0 内， 然后 通过 平面 z= 二 1 一 + 一 2y 
穿 出 Q 外 . 

于 是 ， 由 式 (3. 3. 2) 得 


过 一 一 2 
araya: = | dz| dj Zdz 


na 


= za a —x—2ydy 
= 于 | 一 2 十 zx)dz 
EN 
48” 
有 时 ， 我 们 计算 一 个 三 重 积 分 也 可 以 化 为 先 计算 一 个 二 重 积 分 ， 再 计算 一 个 定 积 分 ， 即 
有 下 述 计 算 公式 . 
设 空间 闭 区 域 
N={(z, y, z) | (z， 全 本， Hr 。 
其 中 ，D. 是 竖 坐 标 为 x 的 平面 截 闭 区 域 2 所 得 到 的 一 个 平面 闭 区 域 ( 如 图 3. 3. 3) ， 则 有 


Nees = 六 eresyedady [| 
例 3.3.2 计算 三 重 积分 上 <=*dzdydz， 其 中 Q 是 由 椭 球 面 三 十 当 十 各 ==1 所 于 成 的 空间 


解 ” 空 间 闭 区 域 Q 可 表示 为 
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如 图 3. 3.4 所 示 . 由 式 (3. 3. 3) 得 


raraya: Es | <:dz| dedy 
加 也 


图 3.3.3 图 3.3.4 


2. 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积分 
设 M(x，y，z) 为 空间 内 一 点 ， 并 设 点 M 在 xOy 平面 的 投影 P 的 极 坐 标 为 p，0 ， 则 这 
样 的 三 个 数 o，9，z 就 叫做 点 M 的 柱 面 坐标 (如 图 3. 3. 5) ， 这 里 规定 ap，0，x 的 变化 范围 为 
0<Pp<+o， 
0<0<27r, 
一 co 二 zx 一 十 co 
当 po 为 常数 时 ， 坐 标 面 即 以 = 轴 为 轴 的 圆柱 面 ; 当 2 为 常数 时 ， 坐 标 面 即 过 = 轴 的 半 平 
面 ; 当 x 为 常数 时 ， 坐 标 面 即 与 xOy 面 平行 的 平面 . 


M(x, y, z) 


图 3.3.5 


显然 ,点 M 的 直角 坐标 与 柱 面 坐标 的 关系 为 
I 二 pcos0, 
(3.3 4 
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y=psin9, 


高 等 数学 (下 ) 


把 三 重 积分 f(z， y，z)dvu 中 的 变量 交换 为 柱 面 坐标 . 为 此 ， 用 三 组 坐标 面 p 一 常数 ， 
n 


0 一 常数 ，* 一 常数 把 Q 分 成 许多 小 闭 区 域 ,， 除了 含 2 的 边界 点 的 一 些 不 规则 小 闭 区 域外 ， 这 
种 小 闭 区 域 都 是 柱 体 . 今 考 虑 由 op,，0， < 各 取得 微小 增 量 dp，d9，dx 所 成 的 柱 体 的 体积 (如 图 
3.3.6). 这 个 体积 等 于 高 与 底面 积 的 乘积 . 现在 高 为 dz、 底面 积 在 不 计 高 阶 无 穷 小 时 为 pded0 
( 即 极 坐标 系 中 的 面积 元 素 )， 于 是 得 


dv=pdpd0dx. 
这 就 是 柱 面 坐标 系 中 的 体积 元 素 . 再 注意 到 关系 式 (3. 3.4)， 就 有 
Dre 2， =)dzdydz= || Fe， 0，x)odod0d>. (3.3.5) 


其 中 ， 
Fl(p, 0, x)=f(pcos0, psin0, <). 
式 (3. 3.5) 就 是 把 三 重 积 分 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 柱 面 坐标 的 公式 . 至 于 变量 变换 为 柱 
面 坐标 后 的 三 重 积分 的 计算 ， 则 可 化 为 三 次 积分 来 进行 . 化 为 三 次 积分 时 ,积分 限 是 根据 p， 
9，z 的 积分 区 域 2 中 的 变化 范围 来 确定 的 . 


例 3.3.3 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积 分 | dzdyd， 其 中 0Q 是 由 曲面 z= 二 x 十 y* 与 平面 


sx 一 4 所 围 成 的 闭 区 域 . 
解 ”把 闭 区 域 2 投影 到 zOy 面 上 ， 得 到 半径 为 2 的 圆 形 闭 区 域 : 
D,={(p, 0)| 0<p<2, O027). 
在 D;, 内 任 取 一 点 (o，0)， 过 此 点 作 平行 于 x 轴 的 直线 ， 此 直线 通过 曲面 x 二 x 十 y* 穿 入 
2 内， 然后 通过 平面 ==4 穿 出 Q 外 ， 因 此 闭 区域 2 可 用 不 等 式 
P<z<4, 0<p<2, 0<O0<2r 
来 表示 . 于 是 


Naraya: 由 :eaeaou: 四 [agl -pdp| ， i 
| 上 sp) s 
入 让 do oc16 pd 


= 2x(8p — 0) 


0 


2 
= 
3 
3. 利用 球面 坐标 计算 三 重 积分 
设 M(x，y，z) 为 空间 内 一 点 ， 则 点 M 也 可 用 这 样 三 个 有 次 序 的 数 ">，9?，0 来 确定 ， 其 


中 > 为 原点 O 与 点 M 间 的 距离 ，p 为 有 向 线段 OM 与 = 轴 正 向 所 夹 的 角 ，0 为 从 正 = 轴 来 看 自 
z 轴 按 逆 时 针 方 向 转 到 有 向 线段 0 的 角 ， 这 里 已 位 置 是 点 M 在 xOy 面 上 的 投影 (如 图 
110 
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3.3.7) 这 样 的 三 个 数 ">，9，0 叫做 点 M 的 球面 坐标 ,这 里 r+，g, 9 的 变化 范围 为 
0 入 r 志 十 ce， 
0<9p<7, 
0<0<27. 
当 为 常数 时 ， 坐 标 面 即 以 原点 为 心 的 球面 ; 当 为 常数 时 ,坐标 面 即 以 原点 为 顶点 、x 
轴 为 轴 的 圆锥 面 ; 当 0 为 常数 时 ,坐标 面 即 过 = 轴 的 半 平 面 . 


图 3.3.8 


设 点 M 在 zOy 面 上 的 投影 为 P, 点 P 在 x 轴 上 的 投影 为 A, 则 OA=x,，AP=y,，PM= 
x. 又 OP=rsinp，x 一 rcos9p. 因此 , 点 M 的 直角 坐标 与 球面 坐标 的 关系 为 
工 一 OPcos0 一 rsinpcosO， 


y 一 OPsin0 一 rsinpsin0、 (3..3. 6) 


z=rcosg. 
为 了 把 三 重 积 分 中 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 球面 坐标 ， 用 三 组 坐标 面 "一 常数 ，p 一 常 
数 ，0 一 常数 把 积分 区 域 Q 分 成 许多 小 闭 区 域 . 考虑 由 ~,， 9p,， 0 各 取得 微小 增 量 dr，d9p，d0 
所 成 的 六 面体 的 体积 (如 图 3. 3. 8)， 不 计 高 阶 无 穷 小 ， 可 把 这 个 六 面体 看 做 长 方 体 ， 其 经 线 
方向 的 长 为 rdp， 纬 线 方向 的 宽度 为 rsingd9， 向 径 方 向 的 高 为 dr， 于 是 得 
dvu=r?: singdrdgd0. 
这 就 是 球面 坐标 系 中 的 体积 元 素 . 再 注意 到 关系 式 (3. 3. 6) ， 就 有 


es y, z)drdydz= ee. 9g, Orsingdrdgd0. [吉本 
Le n 


其 中 ， 
Fl(r, 9, 0)=f(rsingcos0, rsingsin0, rcosg). 
式 (3. 3.7) 就 是 把 三 重 积分 的 变量 从 直角 坐标 系 变换 为 球面 坐标 的 公式 . 
要 计算 变量 变换 为 球面 坐标 后 的 三 重 积 分 ， 可 把 它 化 为 对 ~、 对 9 及 对 0 的 三 次 积分 . 
若 积分 区 域 Q 的 边界 曲面 是 一 个 包围 原点 在 内 的 闭 曲面 ， 其 曲面 坐标 方程 为 ”一 r(p，0) ， 


1 


高 等 数学 (下 ) 


则 
T= ||F(r,p,0rsingdrdpd0 
ll 
es [agl dg] Fr ,pO ingdi. 
当 积 分 区 域 2 为 球面 + 二 a 所 围 成 时 ， 则 
生生 | 可 dp| ForwOP singdr. 
特别 地 ， 当 F(r，y， 外 二 1 时 ， 由 上 式 即 得 球 的 体积 
V= | aol singag] dr = 所 = na 
这 是 我 们 所 熟知 的 结果 . 
例 3.3.4 求 半径 为 a 的 球面 与 半 项 角 为 a 的 内 接 锥 面 所 围 成 的 立体 (如 图 3. 3. 9) 的 
体积 . 


图 3.3.9 


解 ” 设 球面 通过 原点 O， 球 心 在 = 轴 上 ， 又 内 接 锥 面 的 顶点 在 原点 O， 其 轴 与 = 轴 重 合 ， 
则 球面 方程 为 r= 二 2acosg， 锥 面 方程 为 Y 一 % 因为 立体 所 占有 的 空间 闭 区 域 2 可 用 表达 式 
0<r<2acosyp, 0<9<a, 0<0<2r. 
所 以 


2 aa 
V= lr’singdrdygd0 = | dg dp| singdr 
n 


a 2acos 3 fra 
ss ?| sinpdy| = a | cos psinpdp 
0 o 


0 


_ dra’ 


3 


(1— cos'a). 
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例 3.3.5 计算 三 重 积 分 I = ysdrdyds ， 其 中 VV 为 球面 xz: 十 yy 十 x 二 1 及 平面 x 一 0， 


y 二 0， xz 二 0 所 围 成 的 在 第 一 卦 限 内 的 区 域 ( 如 图 3. 3. 10). 
解 ” 我 们 用 球面 坐标 ， 此 时 ,积分 区 域 9 由 下 列 不 等 式 所 确定 : 


0<p<1, 0<p<F. 0<0<7. 
于 是 


下 二 esingeos » psingsinO » pcosp » psingdgdpd0 
n 


一 下 sin’ geosgdg| cosgsingdg| Pdp 
性 Eb 

三 | imgcosgdy| | 。cosgsin0d0 

= 于 | sini gacsing) | sinodcsin0) 


6Jo 


3 [站 
6L 4 2 J 


习题 3.3 


ls 计算 上 =*dv， 其 中 QQ 由 曲面 zx? 十 yy 十 z= 二 R? 及 z 十 十 (z 一 R)*=R? 围 成 . 
n 


2. 计算 [二 用 zdzdydz， 其 中 是 由 曲面 < 一 zy 与 平面 y=1，y 一 x 及 x 一 0 所 半 


县 


成 的 闭 区 域 ， 
n Z 一 0， 

3. 计算 [一 用 ce+y)dv， 其 中 0 是 册 线 | “，_ 伐 = 辅 旋转 一 周 而 成 的 曲面 与 两 平面 
an Si 之 


z 一 2，z 一 8 围 成 的 立体 . 
4 计算 1 二 用 <do， 其 中 避 是 由 = 一 和 全 及 一 h(h>0) 所 围 成 的 闭 区 域 


5. 计算 I 二 | ry + do. 其 中 0 是 由 球面 z? 十 y* 十 z* 一 1 所 围 成 的 闭 区 域 . 


6. 求 下 列 区 域 的 体积 : 
(1) 0 是 球体 zx’ 十 y 十 x 二 4az 中 被 曲面 x 十 y* 十 az 二 4a* 所 截 的 下 方 部 分 ; 
(2) 0 是 z= 十 半 ， ZX 十 y 十 xz 二 1 所 围 区 域 . 
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EC 
3.4 重 积分 的 应 用 


3.4.1 曲面 面积 


设 曲 面 方程 为 z= 二/(x，y), 5 为 曲面 的 一 部 分 ， D 为 5 在 xOy 平面 上 的 投影 (如 
图 3.4.1), 并 且 函 数 f(x，y) 在 D 上 具有 连续 偏 导数 广 (z，y) 和 f,(x，y). 为 了 要 确定 
的 面积 S， 先 将 DD 分 成 n 个 小 区 域 Ao; (i 二 1，2，3，…,n)， 并 以 Ac 的 边界 为 准 线 作 母 线 
平行 于 x 轴 的 柱 面 ， 这 些 柱 面相 应 地 把 王 分 成 个 小 块 AS;( 它 的 面积 也 记 作 AS;). 于 是 ， 曲 
面 在 点 (zx;，y;，xi) 的 切 平面 也 相应 地 被 柱 面 所 截 ， 截 得 的 面积 设 为 AS;， 显然，AS; 与 AS， 
在 zOy 平面 上 的 投影 是 一 样 的 , 即 都 是 Ac, 因此 有 
Aa = AS,; cosy;. 


(We 


图 3.4.1 


其 中 , X% 是 曲面 在 点 (x;，y;，zi) 的 法 线 与 > 轴 所 成 的 锐角 ， 而且 
1 
Vi+fiCxi, yi)+fi(ri, yi) 


COSYX 


因此 ， 


AS; = Vl f(zi, %) 十 fox 3) Am， 
作出 这 些 面 积 的 和 中 AS ， 但 由 于 当 Ac 很 小 时 ，AS“; 近似 地 等 于 AS;， 所 以 ， 当 把 


万 无 限 细 分 ， 而 每 一 个 Ac; 的 直径 都 趋 于 零 时 ， 自 然 就 以 六 AS; 的 极限 来 定义 曲面 上 区 域 
的 面积 S， 即 


[4 
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SS 
1larll-o {1 


= | VIT RG TA y)de, (3.4.1) 
或 改写 成 
s-|| +E) + 全 i (3.4.2) 
这 就 是 曲面 面积 的 计算 公式 . 
例 3.4.1 求 半径 为 R 的 球 的 表面 积 . 
解 : 将 直角 坐标 系 的 原点 取 在 球 心 ， 于 是 上 半球 的 方程 是 x 二 VR 一 一 yy ， 而 上 半球 
在 zOy 面 上 的 投影 区 域 D 为 圆 : x 十 y 三 R*. 根据 方程 不 难 求 得 
gz 攻 9z y 


rr 
从 而 


由 式 (3.4.2) 就 得 到 上 半球 的 面积 为 
S R 
3 -| 


为 了 计算 方便 ， 将 上 式 作 极 坐标 变换 ， 因 此 


3 2 上 R | = IR 
2 | d9|， 了 R| [~ VR 一 下 dy 


涯 尼 | de 一 2xR’. 
半径 为 尺 的 球 的 表面 积 为 S 一 4rR2. 
3.4.2 重心 


设 非 均 匀 物 体 V 上 每 一 点 的 密度 为 w(z，>，x)， 现 在 考虑 物体 V 的 重心 . 为 此 , 把 V 
分 成 个 小 块 ， 在 每 一 小 块 Aw 上 , 任 取 一 点 (zx;，y;，zi)， 如 果 把 小 块 Av; 的 近似 质量 
A(xi，yi， i)Avi 看 作 是 质点 (x;，y;，z;) 所 具有 的 质量 . 那么 整个 物体 V 就 可 以 看 作 是 由 
个 质点 组 成 的 质点 系 . 根据 静 力 学 知识 。 可 以 得 到 这 个 质点 的 重心 坐标 是 


ee Sg ge St si Ti) Av; 
i=1 i=1 i=1 


Sgt ya Spt mi Sy 
Fr 和 i=1 


当 把 V 无 限 细 分 且 每 一 个 Av 的 直径 都 趋 于 零 时 , 自然 取 这 三 个 商 式 的 极限 值 作为 物体 
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和 高 等 数学 (下 ) 


V 的 重心 坐标 (ze ，y ，x)， 于 是 


Dap zi yi) A lim, Za Ca ,yi5i)Au 


向 ,lim 一 站 。 
aa ss) A lim Dz; sr) Avs 
根据 三 重 积分 的 定义 就 有 


Jee yz)du 
二 
he. sy Wy 
同 理 ， 
je sy 2) dv Demsas 


Yo so 
Fe ,yz)dv Fe. oy Wy 


如 果 给 定 的 物体 是 均 人 a" 即 在 整个 物体 上 /是 常数 ， 那么 


Xo Xdv,yo 一 ydv,zo = zdv. (3.4..30) 
wal wal 
其 中 , V 是 所 给 物体 的 体积 . 
特别 地 ， 当 物体 是 一 块 非 均匀 薄板 刀 时 ， 它 的 重心 坐标 (ze ， ) 则 可 以 通过 二 重 积分 表 
达 为 


| 一 工 - 
Xo 一 see ewan = de 


其 中 ， x(x，y) 是 薄板 D 上 每 一 点 的 密度 ,而 m 是 该 薄板 的 质量 . 
例 3.4.2 求 由 椭圆 抛 面 z=x* 十 y* 及 平面 z==1 所 围 成 的 均匀 物体 的 重心 (如 图 3. 4. 2). 
解 ” 因 为 所 给 的 物体 对 于 yOz=，zxOz 平 面 是 对 称 的 ， 从 
而 


w=0. ydv 一 0， 
V 


所 以 zo 二 0，yo = 二 0. 
现在 只 需求 重心 的 竖 标 x>。 ， 引 用 柱 面 坐标 有 


rdrdgdz 


2 1 1 
本 上 dg] rd 


2 
下 和 (1—r)rdr 


图 3.4.2 


ls 


第 3 章 多 元 函数 积分 法 


2x 1 1 
a 过 | dp| rar| dx 
| o o E 


af 1 
=| dg| 二 (一 玉 )dr 
o o 2 


-下 全 
宣 1 [5 ,de 


| 
= 
因此 ， 
三 十 几 。 三 这 
z= 二 dz 一. 
V 


物体 V 的 重心 全 标 为 (0，0， 亏 ) 
3.4.3 转动 惯量 

设 有 非 均匀 的 物体 V,， 在 闪 上 每 一 点 的 密度 为 wp(z，>，x)， 现 在 我 们 来 考虑 物体 V 对 
于 各 坐标 面 ， 对 于 各 坐标 轴 及 对 于 坐标 原点 的 转动 惯量 . 

为 此 ， 如 同上 面 确 定 物体 的 重心 坐标 那样 ， 仍 然 把 物体 V 分 成 个 小 块 Aw， 从 而 将 
整个 物体 近似 地 看 作 是 由 个 具有 质量 为 x(zx;，y;，zi) Avi 的 质点 所 组 成 的 质点 系 . 于 是 
这 个 质点 系 对 于 zOy 平面 的 转动 惯量 为 

en 
对 于 工 轴 的 转动 惯量 为 
pe + ?pTis yi zi) Av;. 
对 于 原点 O 的 转动 惯量 为 
Dc + 二 2? pris yi, Ti) Avi. 


如 果 把 V 无 限 细 分 且 当 每 一 个 Av 的 直径 都 趋 于 零 时 ,那么 自然 取 以 上 三 个 和 式 的 极限 
分 别 作为 物体 V 对 于 zOy 平面 的 转动 惯量 J,， 对 zx 轴 的 转动 惯量 ,及 对 于 原点 O 的 转动 
惯量 Jo， 即 


下 lA (3.4.4) 
Vv 

i = + yd (3.4.5) 
Vv 

Jo = ty te ry do. C3,4:.0) 
» 


至 于 物体 对 于 其 他 两 个 坐标 面 及 坐标 轴 的 转动 惯量 也 有 类 似 的 公式 ,读者 可 类 似 写 出 . 
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和 高 等 数学 (下 ) 


例 3.4.3 求 密度 为 1 的 均匀 半球 式 十 y 十 > 三 R(x 之 0) 对 xOy 平面 的 转动 惯量 . 


解 ” 根 据 式 (3. 4.4)， 


引用 球面 坐标 ， 可 得 
J» = ecos'p » Psinpdodepd0 


2 至 R 
至 | df COS2 gsingdg| po'dp 
o Jo o 


cossb]? R 1 Rs 
2 3 a 人 


习题 3.4 


. 求 锥 面 z= 二 Vz 十 y 被 柱 面 x 二 2x 所 截 下 来 的 那 一 部 分 的 面积 . 
. 求 球面 x 十 y 十 x* 二 R* 含 在 圆柱 面 x 十 y 一 Rz(R0) 内 部 的 面积 . 


Hy 一 R’ 被 柱 面 x 十 x* 二 R* 所 截 部 分 的 面积 . 


1 
2 
3. 求 柱 面 x?1 
4. 设 有 一 半径 为 R 的 球体 ，P。 是 此 球 表 面 上 的 一 个 定点 , 球体 上 任 一 点 的 密度 与 该 点 


到 P, 的 距离 的 平方 成 正比 (比例 常数 k 二 0)， 求 球体 的 重心 的 位 置 . 


和 


6. 


求 半径 为 a 的 均匀 半圆 薄片 ( 面 密度 。 为 常数 ) 对 于 其 直径 边 的 转动 惯量 . 
设 球体 飞 十 y 十 x 全 24az(a 二 0) 的 各 点 密度 与 坐标 原点 到 该 点 的 距离 成 反比 . 求 球体 的 


质量 M 及 球体 绕 = 轴 旋 转 的 转动 惯量 了. 


第 3 章 多 元 函数 积分 法 


3.5 曲线 积分 


3.5.1 对 释 长 的 曲线 积分 


1. 对 弧 长 的 曲线 积分 的 定义 

设 有 一 密度 分 布 不 均匀 的 曲线 形 物 体 L， 它 的 端点 是 A 和 B. 在 工 上 任 一 点 M 处 的 密度 
为 CCM) ， 而 且 oCM) 在 二 上 是 连续 变化 的 ， 现 在 要 来 计算 这 个 物体 的 质量 mx. 为 此 ,利用 一 
系列 二 上 的 点 Mo，M ，M ，…，M- ，M;，…，M,-!，M, (其 中 M。 和 M, 分 别 与 A 和 B 
重合 )， 把 工 分 为 n 个 小 弧 段 M-M， 并 把 它 的 弧 长 记 作 As (一 1，2，…，7) 
(如 图 3. 5. 1). 由 于 每 一 小 弧 段 都 很 短 ， 而 且 密 度 在 L 上 是 连续 变化 的 ， 因 此 在 各 小 弧 段 
Mi_1M; 上 可 以 把 它 的 密度 近似 地 看 作 是 个 常数 值 ， 现 在 每 段 上 任 取 一 点 N;， 并 以 pCN;) 作 为 
这 个 常数 值 ， 于 是 小 弧 段 M_M; 的 质量 m; 就 近似 地 等 于 p (Ni;)As. 因此 有 mm 过 


nn 


DoCNDAs. 


i=1 


如 果 把 上 无 限 细 分 ,而 每 一 As; 都 趋 于 零 时 ， 那 么 


lim > JoCNi)Asi. 
ee eh 


其 中 , 和 表示 As (i 二 1，2，… ,nn) 中 弧 长 的 最 大 值 . 
上 述 形式 的 和 式 极限 在 研究 其 它 问题 时 也 会 遇 到 ， 据 此 引进 下 面 的 一 般 定义 . 
定义 3.5.1 假设 函数 f(M) 在 光滑 曲线 L 上 连续 A,B 是 L 的 端点 ， 用 点 4 一 Mu， 


Mi，…， M1，M, 二 B 把 L 分 为 n 个 小 弧 段 ， 而 在 每 一 小 弧 段 M;_1M;(i=1, 2, 3*…, n) 上 
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和 高 等 数学 (下 ) 


任 取 一 点 N;， 并 作 和 3 了 (NDAsi， 其 中 As; 是 弧 M;_1M; 的 长 度 ， 当 把 无 限 细 分 而 使 得 


As 0G 一 1，2，…，D 中 弧 长 的 最 大 值 2>0 时 ， 和 数 》) /CN,)As, 的 极限 称 为 函数 /CM) 沿 曲 
线 工 的 对 弧 长 的 曲线 积分 (或 第 一 型 曲线 积分 )， 记 作 
| ro = my CNDAs 


这 里 fCM) 叫 做 被 积 函 数 ,，L 叫做 积分 弧 段 . 
因此 ， 曲 线形 物体 的 质量 m 就 等 于 它 的 密度 沿 L 的 第 一 型 曲线 积分 ， 即 


时 = | pM ds. 
L 


对 于 第 一 型 曲线 积分 ， 作 如 下 几 点 说 明 : 
Q@ 第 一 型 曲线 积分 具有 与 定 积分 相 类 似 的 性 质 ， 如 


| ro = #| road (为 常数 ) ; 


| [fCM) + g(M)]Jds = [rapast | spas 


[ava 三 | /Mds+|, fM ads. 
其 中 曲线 二 是 由 两 段 曲 线 L, 和 L， 合并 组 成 的 . 
@ 沿 L 的 第 一 型 曲线 积分 的 值 是 与 L 的 方向 无 关 的 . 也 就 是 说 ， 如 果 用 L- 表示 与 上 指 
向 相反 的 同一 曲线 弧 ， 那么 
| roou 三 [opas. 
@ 在 直角 坐标 下 ， 当 积分 弧 段 上 是 平面 曲线 时 ,就 有 
[apas = [feds 
当 积 分 弧 工 是 空间 曲线 时 ， 则 有 
[rapas = | reswads 
2. 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 
对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 是 通过 化 为 定 积分 来 进行 的 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 先 考虑 积分 
弧 段 工 是 直角 坐标 下 的 平面 曲线 ， 并 假设 曲线 工 的 参数 方程 为 
X=9(1), y=()，, 
且 满 足 
(1) 当 参 数 上 由 < 变 到 B(a<B) 时 , L 上 的 动 点 M(xz, y) 沿 LL 从 A 变 到 B，; 
(2) 在 区 间 [a， 月 上 函数 g(z)，y(1) 具 有 一 阶 连续 导数 ， 即 曲线 是 光滑 的 . 
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第 3 章 多 元 函数 积分 法 
如 果 /(x，y) 在 上 连续 ， 那 么 它 沿 的 第 一 型 时 线 积分 | (x,y)ds 可 表达 为 定 积分 


p 
[fds 一 [re nD) Vly GD 十 [多 (dd 三 , 素 功 


例 3.5.1 计算 曲线 积分 | zyds, 其 中 了 是 圆 弧 :z = Reost,y = Rsint,(0 志 1 过 站 


解 令 P(G) 一 Rcost，4W(i) 一 Rsint， 于 是 
8 (D=—Rsint, Y (1)= Reost. 
所 以 根据 公式 (3. 5.1) 就 有 


至 Pee 2 
| xyds = | Reost» Rsint » Rdt 一 x sintcostdi = R’ 国耻 = lps, 
工 0 0 0 


特别 地 ， 当 曲线 方程 为 y 一 %z)， 且 %z) 在 Lzo，zi] 上 具有 连续 导数 时 ， 式 (3.5.1) 可 
以 改写 为 


red 一 下 frp lr)) Vi+Ly (zx) Fdzr. CS. 
当 曲 线 方程 为 zx 一 PCy) 且 p(y) 在 [y。，y1] 上 具有 连续 导数 时 , 式 (3. 5. 1) 又 可 改写 为 
| Ceas 一 | JJCPp(Cy),y) V1 十 LPGCy) dy. 《3.5. 和 


例 3.5.2 计算 曲线 积分 | >d ， 其 中 了 是 抛物 线 * 一 4z 自 点 (0，0) 到 点 (1，2) 的 一 段 弧 


2 


解 ”因为 上 的 方程 为 = 一 半 ，O<y<2， 令 PC) 一气 ， 于 是 


了 


p(y) 六 ;VE ty y=, /1+ 人 


所 以 根据 式 (3. 5. 3) 就 有 


2 3 2 -2 
本 Wea 2 | 型 ] 4 
[XE |s 站 二 下 dy 2 区 s[1 | 3 2V2 uv 


如 果 世 是 空间 曲线 ， 并 有 参数 方程 为 
Z 一 Pi) ，y 一 兴 i ，z 一 w(t) ，a 和 1: 魏 有 . 
那么 也 有 完全 类 似 于 式 (3. 5. 1) 的 结果 


8 
| ir sadder = [tec .gD 0d)] [og WF +IY OF HL 0 Fd. (3.5.4) 
ri 


例 3.5.3 计算 曲线 积分 | 了 二 六 十 <)ds, 其 中 了 汪 i 


1 过 27) 的 一 段 . 
解 令 q(t) 一 cost，y(1) 二 sint，w(1) 二 t+， 于 是 
yD)=—sint, Yy (4)=cost, w(t)=1. 
因此 ， 


> 
EC 
[PCD 下 十 [图 (CD 下 十 Low P= Vsint) + (cost)’ +1=V2. 


所 以 根据 式 (3. 5.4) 就 有 


2 2 
| f(x +y 二 2)ds 一 | (cos’t + sinti+t) V2dt = | (1 十 刀 )dz 
到 0 0 


2 
0 


=-v 下 + ] = V2(2r+ Se) 2Y2rcs + ar). 


3.5.2 对 坐标 的 曲线 积分 


1. 对 坐标 的 曲线 积分 的 定义 

现在 先 考虑 变 力 在 曲线 上 做 功 的 问题 . 

假设 在 力 正 作用 下 ， 质 点 M 自 A 沿 着 曲线 L 运动 到 B( 为 简单 起 见 , 设 L 是 zOy 平面 上 
的 光滑 曲线 ， 如 图 3.5.2), 而 F 是 L 上 点 M 的 函数 ,我 们 来 求 力 下 在 世上 所 作 的 功 . 


5| 


图 3. 5.2 


设 F=Fii 二 Fj， 且 F,=P(z, ) 及 F, 一 Q(x，y) 分 别 是 F 沿 z 轴 到 y 轴 的 投影 . 利用 
一 组 分 点 M, = 二 A,， Mi …，M;i，M;, …,，M, 二 B, 把 LL 自 A 到 B 分 成 个 小 弧 段 
Mi_1M,， 其 长 各 记 为 As (i 一 1，2，…，n). 由 于 这 些 弧 段 很 小 ， 因 此 质点 M 在 每 弧 自 
Mi_1M 上 各 点 所 受 的 力 可 看 成 是 一 样 的 ,都 等 于 质点 M 在 该 弧 段 上 任 一 点 N, (元 ， 闵 ) 上 所 
受 的 力 FZ， 5) 二 PC 5)i 二 Q(z， 5)j. 又 设 弧 MM 在 坐标 轴 上 的 投影 为 Az;，Ay; 
(这 两 个 投影 或 为 正 或 为 负 ， 当 投影 的 指向 与 x 轴 或 y 轴 的 正 向 一 致 时 为 正 ， 否 则 为 负 )， 于 
是 质点 M 经 过 M; ,Mi 时 ,FF 的 水 平分 力 Fi 所 作 的 功 近似 等 于 P(z,， 加)Ax;， 记 作 志 ,， 即 
邮 一 P( 云 ， 万 ) Azi 垂直 分 力 Fj 所 作 的 功 近 似 等 于 Q(z) Ayt， 记 作 地， 即 
忆 , 二 Q(T,3) Ayi 因为 质点 M 沿 MM 所 作 的 功 志 ;二 志 ; 十 也 ,， 所 以 质点 M 沿 曲 线 工 所 做 
的 功 W 近似 为 


Wo Dw = >)[P(Gzi,y)Ari 十 QGiy)Ay] 


[22 


第 3 章 多 元 函数 积分 法 
当 把 二 无 限 细 分 ， 且 一 切 As; 都 趋 于 零 时 ， 取 上 和 式 的 极限 值 作为 W， 即 


W = lim 2) LP(z;,y) Ar; + Q(zi, 1) Ayi]. .5 
9 全 | 


其 中 , 4 表示 Asi(Gi 王 1，2，…，7) 中 弧 长 的 最 大 值 . 

如 果 抽 去 上 述 问 题 的 具体 物理 意义 ， 可 以 得 到 对 坐标 的 曲线 积分 的 如 下 定义 . 

定义 3.5.2， 设 曲线 二 为 zOy 面 上 一 条 有 向 光滑 曲线 ，L 的 起 点 为 A， 终 点 为 B， 在 A 
上 依次 加 入 7 一 1 个 点 ;: M1，M2:，…，M; 1，M;...，M,_1， 并 设 A=M。，B=M,， 则 这 些 


点 把 AB 分 成 个 有 向 小 弧 段 ， 令 Mi 一 (z， WN) Am 一 五 一 1 AW = 一 yis 其 中 i=1， 
2，…， ,在 M1M 任 取 一 点 Ni(xi，yi)， 令 44 为 各 弧度 长 度 的 最 大 值 ， 若 lim 2) P(xz， 
和 


yi)Azr; 存在 ， 则 称 此 值 为 P(x，y) 在 曲线 L 上 对 坐标 x 的 曲线 积分 ， 类 似 可 定义 Q(x，y) 在 
曲线 世上 对 坐标 > 的 曲线 积分 ， 上述 两 个 积分 也 称 第 二 型 曲线 积分 ， 并 且 分 别 记 作 


| P(z,y)dz 一 lim 2) Pz, y) Az 
了 人 


.Qay 一 四书 aG ay 和 
同时 规定 
| 二 = | Paz+| Gly, 
工 下 风 
于 是 ,根据 上 述 定 义 ， 变 力 下 沿 平面 曲线 C 从 A 到 B 所 作 的 功 可 以 用 对 坐标 的 曲线 积分 
表示 为 
Ww = | Pdr+Qdy, 
L 
其 中 ，P,，Q 是 正在 坐标 轴 上 的 投影 . 
同样 可 以 定义 空间 曲线 世上 的 第 二 型 曲线 积分 ， 也 就 是 说 ， 假 设 世 是 有 向 的 空间 光滑 曲 
线 , 并 且 P(rt，y，<)， Q(z，y，z)，R(zx，y，z) 都 是 L 上 的 连续 函数 ， 则 可 类 似 地 定义 这 
些 函 数 沿 工 的 对 坐标 的 曲线 积分 : 
| Persysddrt Qsy sdy RO,y, ede. 
由 于 它 的 定义 方法 和 二 是 平面 曲线 的 情形 完全 相仿 ， 因 此 在 这 里 不 再 袭 述 . 
特别 值得 注意 的 是 ， 如果 我 们 沿 曲线 工 的 反 向 自己 到 A 来 求 第 二 型 曲线 积分 ， 那么 由 于 
所 有 弧 段 M,M;-, 的 指向 都 改变 了 ， 从 而 它们 在 工 轴 或 > 轴 上 的 投影 Ar; 与 Ay; 也 要 变 号 ， 所 
以 积分 也 就 变 号 ， 即 
| Pdz 十 Qdy =-| Pdz 十 Qdy . 
AB BA 
这 就 是 说 ， 如 果 第 二 型 曲线 积分 中 积分 路 径 取 了 相反 的 指向 ,那么 积分 就 要 变 号 . 
如 果 第 二 型 曲线 积分 中 的 积分 线路 工 是 平面 上 的 一 条 封闭 曲线 .那么 仍 可 以 取 定 它 的 某 
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和 高 等 数学 (下 ) 


一 指向 作为 正 向 ,通常 以 逆 时 针 方 向 作为 正 向 ,而 顺 时 针 方 向 作为 反 向 ,这 时 可 以 不 指出 起 
点 ， 并 常 记 作 


和 dz + Qdy. 


2. 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 
(1) 假设 曲线 的 参数 方程 为 
X=9(1t), y=Y(t) (ac 生 二 有). 
其 中 ，8(O，WbD 在 La， 有 上 具有 一 阶 连续 导数 ， 而 且 z 上 一 < 时 对 应 于 A 点 ，: 一 8 时 对 应 于 
了 点. 
如 果 函 数 P(r+，y)，Q(z，y) 在 L 上 连续 ,那么 第 二 型 曲线 积分 可 表达 为 定 积分 
| Bes des, 二 [ {PIg), yD] D+QLgD, I CD) dr. (3.5.6) 
特别 地 ， 当 曲线 工 的 方程 为 y 二 p(x)(a<x<b), 并 且 A，B 两 点 分 别 对 应 于 x 二 a，z 二 
0 时 ， 式 (3.5.6) 可 改写 为 
,Powdrt Qo)dy = 1P[z,eco]+TQIz'gCo]jgcodr， 的 .5 
(2) 假设 曲线 工 的 参数 方程 为 
z=9(1), y=J(t), z=w(t)(a<t<P), 
而 且 当 t==a 时 对 应 于 A 点 ,t= 二 B 时 对 应 于 B 点 . 如 果 P(rz,，y，z)，Q(x，y，2z) 及 
R(zx，y，z) 在 L 上 都 连续 ,那么 第 二 型 曲线 积分 可 表达 为 定 积分 
| Peresyadz+Qcrysady+TRCrys)d 


B 
= {LP (gC) 0 ,oJ GO) + QL GD wD I C1) [二 
+RLg), HO), wD CD) de 


例 3.5.4 计算 线 积分 | (24a 一 Ddz 一 (a 一 ydy， 其 中 工 是 旋 轮 线 z 二 a(t 一 sint) ，y 一 


a(1 一 cost) 自 1 一 0 到 :一 2r 的 一 段 . 
解 令 gp(1) 二 a(t 一 sint)，(1) 二 a(1 一 cost), 于 是 


¢ (DD=a(l—cost), Y (1)=asint. 


根据 式 (3. 5. 6) 就 有 


| (2a— ydr—(a— ydy 
大 


[ {C20 a(l— cost)Ja(l 一 cost) 一 [La 一 a(1 cost)] » asint | dt 
o 


2 
= «| (1— cos’i— sintcosti)dt 
0 


[24 
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二 a | Gin — sintcost) dt 
o 
一 三 中 EE Co 一 | sandcsino] 
o o 


2 
| (人 “|= Bae 


2x 


Se 


习题 3.5 


1. 计算 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 . 


G) | (二 十 )ds， 其 中 工 为 =acost， y=asint(0<1ZF); 

(2) | yds， 其 中 工 为 抛物 线 y* 一 4z 在 点 (0，0) 到 点 (1，2) 的 弧 段 ， 

Gh rt 其 中 工 是 以 O(0, 0)，A(1，0)，B(0，1) 为 顶点 的 三 角形 围 成 
L 

(0 中 TYd， 其 中 工 为 圆周 十 交 一 az. 
L 


2. 设 工 是 圆周 zx? 十 六 二 R*， 计 算 [一 中 Ca ds, 
L 


3. 设 L 是 由 圆周 x 十 二 a*， 直 线 > 一 工 及 工 轴 在 第 一 象限 中 所 围 成 图 形 的 边界 ， 计 算 [一 
be: ty ds, 


工 


4. 设 开 为 本 加 于 十 忆 一 1， 其 周 长 记 为 a， 求 和 C2zyt 3 4y ds 

5. 计算 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 . 

| zydrt yx)dy, 其 中 工 为 抛物 线 光一 x 从 点 (0，0) 到 点 (1，1) 的 弧 段 ， 

(2) | (xz+y)dz+(Cz 一 y)dy， 其 中 工 为 抛物 线 y 一 王 上 从 点 (一 1，1) 到 点 (1，1) 的 
弧 段 ; 

(3) | yzdz 二 zzdy， 其 中 工 为 zx 一 acost，y 一 5sint 的 上 半 部 分 顺 时 针 方向 ; 


CD | (zz 十)dz 一 2zydy， 其 中 王 为 从 点 (0，0) 到 点 (1，2) 的 直线 段 . 
1 


6. 计算 [= | 20) det (7 -20)dy, 其 中 工 是 抛物 线 y 二 x 上 从 点 (一 1，1) 
到 点 (1 ，1) 的 一 段 弧 . 
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和 高 等 数学 (下 ) 


7. 计算 由 ydz 十 z*dy， 其 中 工 为 逆 时 针 方向 的 档 贺 三 十 尖 一 1. 


8. 计算 js| (十 Y)dz 十 (一 yy)dy， 其 中 工 为 曲线 y= 二 1 一 |1 一 x| 上 从 点 OC0，0) 
| 拓 


经 过 点 A(1，1) 到 点 B(2，0) 的 有 向 折线 段 . 


[zs 
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3.6 格林 公式 及 其 应 用 


平面 区 域 上 的 二 重 积分 和 曲线 积分 是 两 个 不 同 的 概念 ， 但 通过 格林 (Green) 公 式 可 以 建立 
区 域 D 上 的 二 重 积分 与 沿 D 域 边界 的 曲线 积分 之 间 的 联系 ， 这 种 联系 不 论 在 理论 上 还 是 实际 
计算 中 ， 对 曲线 积分 都 有 着 重要 作用 . 


3.6.1 格林 公式 


先 介绍 单 连通 域 的 概念 . 如 果 区 域 D 内 任意 一 条 闭 曲线 所 围 成 的 部 分 完全 属于 D， 就 说 DD 
是 单 连通 区 域 ， 否 则 称 为 复 连通 区 域 . 直观 地 说 ， 单 连通 区 域 就 是 不 含有 “ 洞 ”的 区 域 , 复 连 通 
区 域 就 是 含有 “ 洞 ”的 区 域 . 

规定 区 域 D 的 边界 曲线 工 的 正方 向 : 当 观 察 者 沿 工 的 某 个 方向 行走 时 ， 区 域 也 总 在 其 
左 侧 ， 则 该 方向 称 为 上 的 正 向 . 

定理 3.6.1 设 平面 闭 区 域 D( 单 、 复 连通 区 域 均 可 ) 是 由 分 段 光滑 曲 线 工 所 围 成 ， 函 数 
P(x，y)，Q(x，y) 在 D 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ， 则 有 


far+ Qs 一 | [ao (3.6.1) 
成 立 ， 这 里 曲线 积分 是 按 正 向 取 的 . 


称 式 (3. 6.1) 为 格林 公式 . 证明 时 ， 只 要 按 曲线 积分 和 二 重 积分 的 计算 方法 ， 分 别 把 它们 
化 为 定 积分 即 可 得 证 ， 这 里 从 略 . 


例 3.6.1 设 是 由 曲线 x? 一 z 与 直线 y 一 了 连接 起 来 的 正 向 闭 曲 线 ， 计 算 中 zydz+ 
ydy. 

解 闭 回路 曲线 积分 , 可 用 格林 公式 化 为 二 重 积 分 计算 (如 
图 3.6.1), 设 P=zx?y, Q=yw， 则 


所 以 ， 由 格林 公式 得 


， 2 1 
人 ydr+y dy | dzdy 下 dz| xT)dy pe 


和 高 等 数学 (下 ) 


例 3. 6.2 计算 | (ersiny 十 y)dz 十 (ecosy 一 z)dy 江 为 下 半圆 周 y 一 一 V4 一 了 由 点 A(2,0) 
筷 


到 点 B( 一 2,0) (如 图 3. 6. 2). 
解 直接 化 为 定 积分 计算 较 繁 ， 这 里 仍 可 以 用 格 


林 公 式 ， 但 需 补充 线 段 BA, 使 L 十 BA 为 闭 曲线 ( 负 B O 4 
La 
向 )， 这 时 ， 所 求 六 
| i 中 Pdzr+Qdy—| i i 
L BA 
[BA 下 
其 中 ， 
卫 一 ersiny 十 y，Q 王 ercosy 一 工 图 驴友 六 
由 于 
eQ ercosy 一 1 ， 汉 er cosy 十 1， 

得 

aQ_ ap 

oF 0 
所 以 

| Pdz +HQdy 站 2)dzdy 站 ed dx. 
再 计算 i (ersiny 十 y)dz 十 (ercosy 一 z)dy. BA 方程 为 y 一 0， 所 以 dy 一 0， 故 
| (ersiny 十 y)dz 十 (Cercosy 一 Z)dy [ Ws = 0 
BA -2 
因此 ， 
| (e'siny++y)dzx+(e’cosy—7x)dy=47x—0=47. 
例 3.6.3 计算 四 时 于 EE， 其 中 为 一 条 无 重点 、 分 段 光滑 且 不 经 过 原点 的 连续 闭 册 


线 ，L 的 方向 为 道 时 针 方向 


解 令 了 一 二 让 六，Q 一 二 于 闻 ， 则 当 于 十 多 关 0 时 ， 有 


0 vs HP 


az (z+y): 9y. 
记 工 所 围 成 的 闭 区 域 为 D， 当 (0, 0)&D 时， 由 式 (3. 6. 1) 便 得 


$= 站 = 
) 2 二 这 . 


当 (0, 0)ED 时 ,选取 适当 小 的 r 宝 0， 作 位 于 DD 内 的 圆周 /x 十 y* 一 局， 记 上 和 7 所 围 
成 的 闭 区 域 为 D,( 如 图 3. 6. 3). 对 复 连通 区 D, 应 用 格林 公式 .得 


[2s 
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Pe Pe -A 
jE 
其 中 /的 方向 取 逆 时 针 方 向 ,于 是 


2x 2 2 sg 
J Pe | recos Ce sin 040 ie 
过 十 了 J 十 y 0 


E 


D 


很 
全 
S 
“yy 


图 3.6.3 图 3.6.4 


3.6.2 平面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 

下 面 讨论 曲线 积分 | Pdz 十 Qdy 与 路 径 无 关 的 条 件 ， 这 个 问题 在 许多 物理 场 中 有 重要 
意义 . 

首先 要 明确 一 个 曲线 积分 | Pdz 十 Qdy 与 路 径 无 关 的 具体 意义 ， 

定义 3. 6. 1( 曲 线 积分 与 路 径 无 关 ) 设 品 是 一 个 单 连通 区 域 , L,，Ls 是 D 内 的 有 相同 起 
点 和 终点 的 任意 两 条 曲线 (如 图 3. 6.4)， 如 果 ] Pdz 十 Qdy = 上 Pde 十 Qdy' 则 称 曙 线 积分 


| Pdz 十 Qdy 在 D 内 与 路 径 无 关 . 


由 | Par+Qdy=|, Pdzx+Qdy 可 知 | Paz+Qdy—|, i 再 推 得 | Bi 


+Qdy+| Pdr+Qdy 二 0, 即 中 Pdx 十 Qdy 一 0(Lz 为 B 到 A 的 方向 ). 
上 述 推理 ， 反 之 也 成 立 . 故 得 如 下 重要 结论 . 
定理 3.6.2 在 单 连 通 域 D 内 曲线 积分 与 路 径 无 关 ， 等 价 于 在 D 内 沿 任 一 闭合 的 曲线 积 
定理 3.6.3 设 函 数 P(rz+，y)， Q(z，y) 在 单 连通 域 D 上 有 一 阶 连续 偏 导 数 ， 则 在 D 内 


曲线 积分 | .PartQdy 与 路 径 无 关 ( 或 沿 着 D 内 任 一 闭合 的 曲线 积分 为 零 ) 的 充分 必要 条 件 是 
等 式 
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和 高 等 数学 (下 ) 


aQ_aP 


和 《3v6, 2 
在 内 恒 成 立 . 
证 明 “ 先 证 充分 性 设 弛 一 于 成 立 ， 对 于 DD 内 的 任意 一 条 闭 曲线 工 ， 应 用 格林 公式 (L 
围 成 区 域 为 D,) 得 
fur 十 通 若 三 ( 强 - 芝 jardy = 
于 是 得 到 曲线 积分 与 路 径 无 关 . 


再 证 必要 性 ， 用 反 证 法 . 设 对 DD 内 任 一 闭 曲 线 工 ， 有 |,Pdz+Qdy=0， 而 在 D 内 至 少 有 


9P 


一 点 M， 使 得 弛 一 四 0( 不 妨 设 >>0)， 则 由 轴 ， 


y 的 连续 性 ， 在 D 内 必 有 一 个 以 Mo 为 


中 心 的 小 邻 域 ， 使 得 5 一 入 >0， 从 而 有 


外 Pletaly— 站 (人 一 )drdy>0 (C 为 小 邻 域 的 正 向 边界 曲线 ). 


PP 
9y 


如 果 曲 线 积分 与 路 径 无 关 ， 计算 时 常 取 与 积分 路 径 有 关 的 起 点 和 终点 的 简便 路 径 来 计算 . 
例 3.6.4 计算 曲线 积分 | (er 十 z)dz 十 (ze 一 2y)dy， 其 中 上 为 通过 三 点 (0，0)， 


(0，1) 和 (1，2) 的 圆 弧 段 ( 如 图 3. 6. 5). 
解 设 P=e 十 zx, Q=ze 一 2y， 则 
aQ_ ,_aP 


这 与 | Pdz+Qdy 一 0 相 蔬 盾 ， 所 以 在 也 内 必 有 2 一 


一 0. 


a ay B (1,2) 
故 积分 与 路 径 无 关 . 为 计算 简便 ， 可取 图 3.6.5 中 的 折线 
OAB 为 积分 路 径 ， 于 是 
es JPaz +tly + | ,Par +Qdy. 
在 OA 上 y=0, dy==0, 在 AB 上 z=1， dz 一 0, 故 有 0 4(,0) 
(1,2) 图 3.6.5 
1=| (@ 二 zx)dzx++ (re’—2y)dy 


=[ a+apdz+|e 2dy 
一 e — 

定理 3. 6,4 假设 函数 P(x+，y)， Q(x， yy) 在 单 连通 区 域 D 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ， 那 
么 存在 一 个 函数 u(t+，y)， 使 得 du 一 Pdx 十 Qdy 的 充分 必要 条 件 是 式 (3. 6.2) 在 DD 中 处 成 立 . 


[so 
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证 明 先 证 明 条 件 (3. 6. 2) 是 必要 的 . 事实 上， 如果 存 在 一 个 函数 x(z，y) 使 得 
du 一 Pdz 十 Qdy， 


即 
i 
Wey 
那么 就 有 
及 =P， 尖 =Q， 
所 以 


aP_ au _aQ 
Dy azgy az 


其 次 证 明 条 件 (3. 6. 2) 是 充分 的 . 为 此 考虑 区 域 D 内 的 曲线 积分 


I 人 


因为 假定 条 件 (3. 6. 2) 满 足 ， 根 据 定 理 3. 6. 3， 该 积分 与 线路 无 关 ， 也 就 是 说 ， 当 始点 
Mo(xzo，wo) 固 定时 ， 它 是 终点 M(x，y) 的 函数 ， 用 u(x，y) 表 示 该 函数 ,那么 该 积分 可 以 
写 为 
ld J (3. 6. 3) 
于 是 ， 如 果 终 点 为 N(x 十 Ar+，y)， 又 可 以 有 


(zfaroy) 
| i (3.6.4) 


(x0 +30) 


这 是 因为 积分 与 线路 无 关 ， 所 以 由 Mu 到 N 可 以 取 这 样 的 线路 ， 即 由 M, 到 M 为 任 一 曲 
线 , 而 由 M 到 NN 为 一 条 平行 于 x 轴 的 直线 (如 图 3. 6. 6). 于 是 由 式 (3. 6. 3) 和 式 (3. 6. 4) 就 得 
到 


CH hc) 
u(r Ar,y) = ursy)+| Pdz 十 Qdy . 
人 


个 了 
M(x,y) 
N(x+Ax,y) 
Mu (xo, yo) 
> 
0 3 
图 3.6.6 
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和 高 等 数学 (下 ) 


在 上 式 右边 最 后 的 积分 曲线 中 ，> 为 常数 ， 因 此 dy 二 0， 并 应 用 积分 中 值 定理 ， 上 式 就 
成 为 


(Crz+Aryy) 


u(x tA) wz = | Pdzr = Az。P(z 十 Ar,y) (0 入 0 委 1). 


(zovo) 


两 边 各 除 以 Az， 并 令 Ax 一 0 取 极限 ， 就 得 到 


dR 
区 一 Pz， WD 


同 理 可 证 


这 就 证 明了 条 件 (3. 6. 2) 的 充分 性 . 
3.6.3 全 微分 方程 


利用 二 元 函数 的 全 微分 可 以 用 来 求解 下 面 一 类 一 阶 微分 方程 . 若 微分 方程 写成 
Plz, y)dr+Q(r, Wdy=0 (3.6.5) 
形式 后 ， 如 果 它 的 左 端 恰好 是 某 一 个 函数 u(t+，y) 的 全 微分 ， 即 
du(z，y) 一 P(z，y)dz 十 QCz，y)dy， 
那么 式 (3. 6.5) 就 叫做 全 微分 方程 . 
容易 知道 ， 如 果 式 (3. 6. 5) 的 左 端 是 函数 u(x+，y) 的 全 微分 ,那么 
u(x, y)=C 
就 是 全 微分 方程 (3. 6.5) 的 隐 式 通 解 ， 其 中 C 是 任意 常数 . 
当 P(r，y)， Q(z，y) 在 单 连通 域 G 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 时 ， 式 (3. 6. 5) 成 为 全 微分 方 
程 的 充分 必要 条 件 是 


aQ_aP 
ar ay 


在 区 域 G 内 恒 成 立 ， 且 当 此 条 件 满足 时 ， 全 微分 方程 (3. 6. 5) 的 通 解 为 


(Cr 
ux,y) =| P(rz,.y)dr+ Q(zr,ydy= C. (3.6,8) 
a0") 


其 中 ，x。，yo 是 在 区 域 G 内 适当 选 定 的 点 M。 的 坐标 . 
例 3.6.5 求解 方程 (5x! 十 3xy 一 y*)dzx 十 (3x*y 一 3zxy 十 y)dy 二 0. 
解 设 P=5zx 十 3zy 一 yy，Q=37z’y 一 37 十 更 ， 则 


SP _a.2_9Q 
5 一 6zy 一 和 


因此 ， 所 给 方程 是 全 微分 方程 . 取 zo 王 0，w% 一 0， 根 据 式 (3. 6. 6) ， 有 


[as2 
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Czy) 
u(r»y) =| (5z4 十 3zy 一 yw)dz 十 (3zx:y—3zy: 二 y)dy 
(0,0) 


三 | 十 3zy? 一 dz 二 wady 
o o 


十 在 Dy ry’ 丰 了 
于 是 ， 方 程 的 通 解 为 
yy 二 C. 
此 外 ,还 可 以 利用 偏 微分 方程 法 求解 全 微分 方程 ， 以 上 面 的 方程 为 例 . 因为 要 求 的 方程 
通 解 为 u(x，y) 二 C， 其 中 u(xz，y) 满 足 


Qu_ EE 9 Se | 
yt +30y —Yy a 


u(r,y) J sx +H 3xry’—y)dr=x’+ 3 虹 一 zy 十 PCy) ， 


这 里 p(y) 是 以 > 为 自 变 量 的 待定 函数 . 由 此 ， 得 


9 2 , 
yy +9 (y). 
又 xz，y) 必 须 满足 
3 y—3ry + 和 


故 


3z2y 一 3z 史 十 gf (y)=3ry—3ry +y, 


从 而 wy) 一 天 ， 9 = tC. 所 以 方程 的 通 解 为 


i 
THoTY Ty ty tn 


习题 3. 6 
1. 利用 格林 公式 计算 下 列 曲线 积分 . 
CD 中 zy*dz 一 zydy， 其 中 工 为 圆周 x 十 yy 二 a? 的 正 向 边界 曲线 ; 
(2) baiydrt yidy, 其 中 工 为 y 一 zx? 与 yz 所 围 成 的 正 向 边界 曲线 ; 


(3) | (ersiny 一 3y)dz 十 (ercosy 十 z)dy， 其 中 工 为 从 点 (0,，0) 到 点 (0，2) 的 右 半 圆周 
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高 等 数学 (下 ) 


五 十 yy 二 2y 的 正 向 边界 曲线 ; 
her— y 十 4)dz 十 (5y 十 3z 一 6)dy， 其 中 工 为 三 顶点 分 别 为 (0, 0),，(3, 0),，(3, 2) 


的 三 角形 正 向 边界 ; 
ayrdy— zydzx， 其 中 工 是 以 A(1, 0)，B(0，1)，C( 一 1，0) 为 顶点 的 正 向 三 角形 


( 道 时 针 方向 为 正 ). 
2. 证 明 下 列 曲线 积分 与 路 径 无 关 ， 并 计算 积分 值 . 
CD | tdrt (rwdys wf 所 
oa wo 


(FD 


(m2) . ei 
(3) | Sqr 一 3 时 dy， 其 中 必 不 经 过 + 轴 . 


3. 来 了 | [esiny BCz 十)] dz 十 (eicosy 一 az)dy， 其 中 a， 为 正常 数 ,上 为 从 点 
A(2a,0) 沿 曲线 y= 二 V2azt 一 x 到 点 O000，0) 的 弧 . 

4. 计算 曲线 积分 1 二 |， 这 其 中 了 是 以 点 (1，0) 为 中 心 ，R 为 半径 的 圆周 
CR 二 1)， 取 逆 时 针 方 向 . 


计算 二 和 这 于。 其中 为 任意 一 条 不 通过 原点 的 简单 光滑 正 向 的 封闭 出线 


vdz 十 zdy 
汪 2 >， 所 以 ACl, 0), BOO0, 1), CC—1, 0), 
6 计算 中 下 人 下 下 二 其 中 工 =ABCDA 是 以 
D(0， 一 1) 为 项 点 的 正方 形 围 线 . 


7. 设 曲线 积分 | zy*dz 十 yp(z)dy 在 全 平面 上 与 路 径 无 关 ， 其 中 pg(z)( 一 co<z<eo) 具 


有 一 阶 连续 导数 ， 且 pC0) 一 0， 计算 [i zy drt+yp( zr) dy. 
8. 设 函 数 Q(x，y) 在 zxOy 平 面 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ， 曲 线 积 分 
[2d + Qedy 
与 路 径 无 关 ， 且 对 任意 + 恒 有 
| oasana 


求 Q(z, »). 


[a4 
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3.7 曲面 积 


3.7.1 对 面积 的 曲面 积分 


1. 引 例 : 曲面 的 质量 
车 出 面 的 面 密度 是 常数 6， 出面 面积 为 S， 则 出 面 的 质量 M=4,S， 若 遇 面 的 面 密度 不 是 常数 ， 
而 是 册 面 上 的 点 Cz，y，<) 的 函数 pcz，y，<)， 则 类 似 于 求 空间 曲线 质量 的 方法 ， 可 求 得 曲面 的 
质量 将 曲面 S 任 分 为 个 小 曲面 AS (Ci 一 1，2，…。 四 。 也 代表 曲面 面积 ,在 AS 上 任 取 一 点 
人 ,9 的， 得 Mrs Dp， 5)AS,， 于 是 有 Mx lim》) pc， 5)AS,， 从 而 引出 定义 . 


2. 对 面积 的 曲面 积分 的 定义 及 计算 

设 函 数 /(z，y，z) 在 曲面 了 上 有 定义 ,将 曲面 任意 分 成 块 子 曲 面 , 记 为 AS;(i 二 1， 
2，…，)， 同 时 也 表示 第 i 块 子 遇 面 的 面积 :在 每 块 子 曲 面 上 任 取 一 点 (6 ,为 ，5) ， 作 和 式 

SY pe ms 

如 果 当 子 曲面 的 最 大 直径 4->0 时 ， 和 式 的 极限 存在 ， 则 称 此 极限 值 为 函数 /(z，y，<) 

在 曲面 上 对 面积 的 曲面 积分 ,也 称 为 第 一 型 曲面 积分 ， 记 作 
er.y.sas a my As ,6AS,. 

其 中 ，f(x，y，z) 称 为 被 积 函 数 ，/(z，y，z)dS 称 为 被 积 表达 式 ，dS 称 为 曲面 的 面积 元 
素 ， 称 为 积分 曲面 . 如果 曲面 是 封闭 的 ， 则 曲面 积分 记 为 全 /zx，y，z) ds 

如 果 f(x，y，z) 在 有 界 闭 曲面 上 连续 ， 则 对 面积 的 曲面 积分 一 定 存在 (证 明 从 上 略 ). 

对 面积 的 曲面 积分 有 类 似 于 对 弧 长 的 曲线 积分 的 性 质 . 这 里 不 再 效 述 

在 一 定 的 条 件 下 ， 对 面积 的 曲面 积分 可 以 化 成 二 重 积分 来 计算 . 


设 曲 面 的 方程 为 > 二 x(+，y)(z 为 单 值 函 数 ), 三 在 zxOy 平面 上 的 投影 区 域 为 D,,， 瑞 
数 x 二 z(t+，y) 在 D;, 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,函数 f(z+，y，>) 在 曲面 上 连续 ， 则 


由 reesysads 由 rcesyscem]Vai 二 总 科 蕊 是 (3.7.1) 
证 明 从 略 . 对 于 对 面积 的 曲面 积分 的 计算 应 注意 以 下 几 点 : 
(1) f(x，y，z) 定 义 在 曲面 xz 一 x<(x+，y) 上 ， 所 以 x 要 换 成 < 一 z(x，y); 
(2) 曲面 的 面积 元 素 为 dS 二 V1 十 之 十 do， 其 中 dz 是 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 的 面积 元 素 . 
例 3.7.1 计算 曲面 积分 人 (Cz 十 空 )dS， 其 中 王 为 球面 衬 十 天 十 于 一 1. 
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高 等 数学 (下 ) 


解 ”球面 的 上 半球 面 方程 为 >= 二 V1 一 x 一 yy， 记 为 马 ; 下 半球 面 方程 <= 一 一 V1 一 x 一 y， 
记 为 马 . 则 根据 对 面积 的 曲面 积分 的 性 质 ， 有 


fet as =Jz+ sastllct zx)dS. 


对 右边 的 两 个 曲面 积分 分 别 应 用 式 (3. 7. 1) ， 因 为 3, ，5, 在 zOy 平面 上 的 投影 区 域 都 是 
也 :z2 十 光 和 及 1， 所 以 


+s)as= +evi TY) L do ， 
EE 也 


ER 
| 
(zz)dS lss Vi—zx—y)]. do. 
I ; 大 三 于 
因此 ， 
hc + x)ds 中 (了 二 - -vl —y jads 
时 » 一 
ar [1/ 7r2cosO 3 
= FrA 丰 一 天 | 二 = 至 
了 | (和 7 Vi)ar 一 得 


3.7.2 对 坐标 的 曲面 积分 


1. 有 向 曲面 与 曲面 的 侧 

与 对 坐标 的 曲线 积分 一 样 ， 对 坐标 的 曲面 积分 也 具有 方向 性 . 首先 来 规定 曲面 的 方向 . 
通常 我 们 见 到 的 曲面 都 是 双 侧 的 . 例如 由 方程 = 二 x(x，y) 表 示 的 曲面 ， 有 上 侧 和 下 侧 之 
分 ; 由 方程 y 王 y(r+，<) 表 示 的 曲面 ， 有 左 侧 与 右 侧 之 分 ， 由 方程 x 二 x(y，z) 表 示 的 曲面 ， 
有 前 侧 和 后 侧 之 分 ; 对 于 封闭 曲面 ， 有 内 侧 和 外 侧 之 分 ， 如 图 3.7. 1 和 图 3.7.2 所 示 . 曲面 侧 
的 确定 对 对 坐标 的 曲面 积分 是 很 重要 的 ， 它 的 确定 可 由 曲面 上 的 法 向 量 n 来 确定 . 例如 选 定 曲 


面 的 上 侧 ， 则 可 用 其 上 的 法 向 量 4 与 = 轴 的 正方 向 夹 角 不 超过 -来 表述 ， 而 下 侧 则 可 用 其 上 的 


法 向 量 上 与 = 轴 的 正方 向 夹 角 超过 地 来 表述 . 确定 了 侧 的 曲面 称 有 向 曲面 . 


图 3.7.1 


[ae 
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2. 流向 曲面 一 侧 的 流量 

设 稳定 流动 ( 即 在 每 一 点 的 流速 都 不 随时 间 而 改变 ) 的 不 可 压缩 的 流体 (假定 密度 为 常数 
1) 的 速度 场 为 

vir, y, z)=P(z, y, z)i+Q(r, y, z)j+R(r, y, z)Kk. 

卫 是 速度 场 中 的 一 张 有 向 曲面 ， 函 数 P(x， y，z)，Q(zx, y，z)，R(zx，y，z) 都 在 5 上 
连续 ， 求 在 单位 时 间 内 流向 三 指 定 侧 的 流量 @. 

如 果 流 体 通过 平面 上 面积 为 A 的 一 个 闭 区 域 时 ， 流 体 在 这 区 域 上 各 点 处 的 流速 为 常 向 量 
v， 且 设 m 为 该 有 向 平面 的 单位 法 向 量 ， 那 么 在 单位 时 间 每 流 过 该 区 域 指向 m 的 流量 可 以 看 
作 是 一 个 底面 积 为 A、 和 斜 高 为 |v| 的 斜 柱 体 的 体积 (代数 值 )( 如 图 3. 7.3). 其 体积 为 

Alv|cos0=Ay 中. 


图 3.7.3 


由 于 问题 中 遇 到 的 不 是 平面 ， 而 是 一 张 有 向 曲面 3， 且 在 三 上 各 点 处 的 流速 可 能 不 同 ， 
即 v 不 是 常 向 量 ， 因 此 所 求 的 流量 不 能 直接 用 上 述 方法 计算 , 但 是 仍然 可 以 用 “局 部 求 近 似 ， 
和 式 取 极限 ”的 方法 来 解决 目前 的 问题 . 

具体 做 法 :把 曲面 了 分 成 n 张 有 向 小 曲面 AS; (i 二 1，2，…，n)， 同时 以 AS, 表示 第 i 张 
小 曲面 的 面积 ， 当 AS; 的 直径 和 很 小 时 ,我 们 就 可 以 用 AS; 上 任 取 一 点 (和 ,加 ，5) 处 的 流速 

VW=(€, 1 5)=PE, nT, GITFQGE, T, EIRGE, T, bk 
近似 代替 AS; 上 其 他 各 点 处 的 流速 ， 以 该 点 (各 ，n%，5) 处 曲面 的 单位 法 向 量 四 二 cosaii 十 
cosBj 十 cosYik 近似 代替 AS; 上 其 他 各 点 处 的 单位 法 向 量 . 于 是 通过 AS; 流向 指定 侧 的 流量 的 
近似 值 为 (如 图 3.7. 4) 
VW* nAS; = [P(E€ ,7n,5)cosa; t+ Q(E ,nb)cosh 十 RC6 7 后)cosy JAS;. 

由 于 ASicosa;，ASicosB，ASicosy; 分 别 是 AS; 在 坐标 平面 y>O= ，xOz 和 xzOy 上 的 投影 
区 域 的 面积 的 近似 值 (代数 值 )， 并 记 作 AS;，AS,。 ，AS;, ， 于 是 通过 AS, 流向 指定 侧 的 流 
量 也 近似 为 

P(E ,ms GAS, + QE ,nb AS +RE ,NG)AS,,, 
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和 高 等 数学 (下 ) 


所 以 单位 时 间 内 通过 5 流向 指定 侧 的 流量 的 近似 值 为 


Ba DLP(E ,N65)AS,. +QE ,NAS, +RE ,nh,6)AS, J. 
i==l 


VS, G4 


图 3.7.4 

令 4 为 AS;(i 二 1，2,，…， nn) 的 直径 最 大 值 ， 则 当 2>0 时 ， 取 上 述 和 式 的 极限 ， 就 得 到 

流量 @ 的 精准 值 ， 即 
$= lim PLP 7 5)AS。 + QE ,Nb) AS +RE ,Nb) AS J. 

这 样 的 极限 还 会 在 其 他 问题 遇 到 ,抽取 它们 的 具体 意义 ,就 得 到 下 列 对 坐标 的 曲面 积分 
的 概念 . 

3. 对 坐标 的 曲面 积分 的 定义 

设 函 数 R(zx，y，x) 定 义 在 有 向 曲面 上， 把 曲面 任意 分 割 成 n 块 小 曲面 AS;(AS; 表 
示 第 i 张 小 曲 面 的 面积 )，AS; 在 xOy 平面 上 投影 为 AS;,，(， ,5) 是 AS; 上 任 取 的 一 点 . 
如 果 当 各 小 块 曲面 的 直径 最 大 值 >0 时 ， 

im >) R(&, N, CAS;, 

存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 R(t+，y，x) 在 有 向 曲面 了 上 对 坐标 x，y 的 曲面 积分 ， 记 作 

le, y，z)drdy， 即 


Resy. sardy 二 lm PRG nb)AS,. 


其 中 ，RCz，y，z) 叫 做 被 积 函 数 ， 叫做 积分 曲面 . 
类 似 地 可 以 定义 函数 P(rz，y，<) 在 有 向 曲面 上 对 坐标 y，< 的 曲面 积分 为 


由 caad 去 lim 2 PC 95)ASu 了 


函数 QCz，y，z) 在 有 向 曲面 三 上 对 坐标 =，z 的 曲面 积分 为 


[as 
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[cyadzdz= lm QE ,7 5)aAs。 


以 上 的 曲面 积分 也 称 为 第 二 型 曲面 积分 . 
在 实际 应 用 中 ， 经 常 将 上 面 定义 的 三 个 积分 合并 起 来 用 ( 引 例 中 流体 流量 就 是 把 三 者 合 起 
来 )， 因 此 我 们 将 


上 cyeasdz 十 人.yededz+ R(xr,y,z)drdy 


称 为 组 合 曲面 积分 ， 记 作 | 


ec, 3?，z)dydz 十 QCz，y，z)dzdz 十 RCz，y，z)dzdy. 


例如 ， 上 述 流向 王 指 定 侧 的 流体 流量 可 表示 为 
[ea = Pe,y,wdyds + Qs ys dsdr + ROrsy ,2) drdy. 
4. 对 坐标 的 曲面 积分 的 性 质 


对 坐标 的 曲面 积分 具有 与 对 坐标 的 曲线 积分 的 类 似 性 质 . 
(1) 如 果 把 瑟 分 成 芭 和 5， 则 


Paya: | Qdzdz + Radidy [Paya: FQdzdz + Rdzdy + [Payas + Qdsdz + Razdy. 
s 3 


人 
和 -a 


(2) 设 是 有 向 曲面 ， 若 将 与 了 取 相 反 侧 的 有 向 曲面 记 为 3 ， 则 


pe.ywedydz = 一 eyedydz， 
Macey dedr =— Jac,y, 0 dedz, 


[Rwy.s drdy =—||R Gy ddy. 


这 些 性 质 的 证 明 从 略 ， 

s. 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 

设 曲 面 是 由 方程 2 二 z(z，y) 给 出 ， 当 5 取 上 便 时 ， 则 曲面 的 法 向 量 n 与 = 轴 正 向 的 夹 
角 不 大 于 至 ， 于 是 ， 曲 面 的 面积 元 素 AS 在 xOy 平面 的 投影 AS;, 为 正 值 . 如 果 用 D。 表 示 曲 
面 5 在 zxOy 平面 上 的 投影 区 域 ， 那么 我 们 可 将 对 坐标 的 曲面 积分 化 成 在 zxOy 平面 上 区 域 D。 
的 二 重 积分 来 计算 ， 即 


Icesy adrdy= 由 REesy Gy]drdy， (3.7, 总 
罗 D 


如 果 三 取 下 侧 ，5 的 法 向 量 n 与 > 轴 正 向 的 夹 角 为 大 于 元 ， 这 时 曲面 的 面积 元 素 AS; 在 
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和 高 等 数学 (下 ) 


xzOy 平面 的 投影 AS， 为 负 值 ， 于 是 有 
Ry dady =— [RLz,y,<Ce. Jdrdy. 二 3 
类 似 地 ， 如 果 三 的 方程 为 z 一 z(?，=)， 则 有 
ceyaandz = 土 | PEecy,= yadyd=. (3.7.4) 
> 2 
上 式 右 端正 负 号 应 如 下 选 定 : 当 曲 面 取 前 侧 时 ,选用 正 号 ; 取 后 侧 时 ， 选 用 负 号 ， 


中 DD. 是 5 在 yOz 平面 上 的 投影 区 域 . 
如 果 卫 的 方程 为 > 一 >Cz，z)， 则 


[acey asdz 一 土 [etesyce,s) ,drdz. (7 
三 Dr 


业 
并 


上 式 右 端正 负 号 应 如 下 选 定 ， 当 曲面 取 右 侧 时 ,选用 正 号 ; 取 左 侧 时 ， 选 用 负 号 ， 其 
中 Ds 是 5 在 xOz 平 面 上 的 投影 区 域 . 


例 3.7.2 计算 | cz 十 2 十 3=)dzdy， 其 中 卫 为 平面 zx 十 y 十 =1 在 第 一 卦 限 的 上 侧 . 


解 。 因 为 的 方程 为 < 二 1 一 + 一 y, 5S 在 xOy 平 面 的 投影 区 域 
也 ,如 图 3.7.5 所 示 ， 所 以 由 式 (3. 7.2) 可 得 


| +2y 二 3z)dzrdy fe +2y++3(1—z—y)jdrdy 
Dy 


5 


聚 


[1 LE 
= | dz| (3 一 2z 一 y)dy 


1 
o 2 


4 二 Fe) dr L. 


例 3.7.3 ”计算 曲面 积分 I fc | 
dzxdy, 其 中 三 是 三 个 坐标 面 与 平面 zx 十 y 十 一 1 所 围 成 的 四 面体 表面 的 外 侧 (如 图 3. 7. 6)， 


图 3.7.6 


bso 


所 以 
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解 由 曲面 积分 的 性 质 ， 则 


I 


het 1)dydz 十 ydz<dz 十 dzdy 


| 款 二 1)dydz 十 ydzdz 十 dzdy 十 e+ 1)dydz 十 ydzdz 十 dzdy 
OBC 


OAB 


得 和 e+ Daydz+ ydsdr+ dzdy+ || (z+ dd. i 
ra ABC 


[ot 1)dydz 十 ydzdz 十 dzdy 一 一 


OAB 


(z++1)dydz+ ydzdzr + drdy 


CP [oazaz =0% 


| ce 1)dydz 十 ydzdz 十 dzdy 


| Ly acaz+ | dray 
A Apc 


ABC 


习题 3.7 


1 求 ‖ V2 一 2 一 ydS， 其 中 驴 为 能 面 < 二 VT 二 WY 介 于 <==0 及 = 一 1 之 间 的 部 分 . 


2. 求 上 |zys1ds，3 为 曲面 = 民 十 六 被 平面 = 一 1 割 下 的 部 分 . 


3. 计算 上 (<+2z 十 舍 y)dS， 其 中 驴 为 平面 要 十 妆 十 字 一 1 在 第 一 封 限 中 的 部 分 . 


4. 计算 [一 las ， 其 中 号 为 上 半球 面 z 一 VI 一 一 
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EC 


人 edzdy = WE 立 站 
5. 求 | -和 ， 3 为 而 * VT 十 Y 及 平面 = 二 1 和 z=2 所 围 成 的 立体 表面 的 外 侧 . 


6. 设 三 是 本 球面 于 十 点 十 所] 的 外 侧 (e 盖 0，% 盖 0，c>>0), 求 


I i; Li ed diy, 
zx y 之 


[42 
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3.8 高 斯 公式 与 斯 托 克 斯 公式 


3.8.1 高 斯 公式 


高 斯 (Gauss) 公 式 表达 了 空间 区 域 上 三 重 积分 与 其 边界 面 上 的 曲面 积分 之 间 的 关系 ， 这 个 
关系 用 定理 陈述 如 下 . 

定理 3.8.1 设 空间 区 域 2 由 分 片 光滑 的 闭 曲 面 所 围 成 ,函数 P(x，y，z)， 
QCz，y，z),Rz，y，z) 在 2 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ， 则 有 公式 


局 本 WE 
下 ( 完 ay az jd ( Pave: 上 Qdzdz 十 Rdzdy. (3.8.1) 


其 中 ， 曲 面积 分 取 在 闭 曲面 并 的 外 侧 . 式 (3.8.1) 叫 做 高 斯 公式 . 

证 明 咯 . 

高 斯 公式 把 空间 区 域 2 上 的 三 重 积分 与 其 边界 曲面 上 的 曲面 积分 联系 起 来 ， 其 作用 与 
格林 公式 及 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 相仿 . 由 高 斯 公式 很 容易 推出 


b Nazaya: 一 (heayas 十 ydzdz 十 xdzdy。 
n 2 


例 3.8.1 计算 和 zdydz 十 ydzdz 十 xdrzdy， 卫 为 球面 xz 十 史 十 过 一 R: 的 外 便 . 

解 0 Re [ dzdydz， 其 中 0 为 球体 z? 十 十 <R?. 
2 a 

由 于 由 dzdydz 一 二 aR 故 


hrayas 十 ydzdz 十 zxdzdy 一 47xR’. 


三 


例 3.8.2 计算 曙 面 积分 | z*dyds+*dzdz 十 “dzdy， 王 是 锥 面 z 十 光一 妇 (0 委 = 委 力 ) 的 


外 侧 . 
解 ” 作 辅助 平面 > 二 h， 它 与 锥 面 z 十 y 二 x 围 成 一 个 锥 体 2( 如 图 3. 8.1)，Q 的 边界 面 
由 锥 面 3 及 锥 体 底面 3,: z==h 所 组 成 . 设 P=x*，Q 二 y，R 二 x ， 则 由 高 斯 公式 得 
dyds + ydzdrt zdzdy = 2 (+ty+t z)dv 


2 h h 
= z| dg| rdr| [Lr(cosO 十 sin0) 十 =]dx 
o yo o 


= 
Zh. 
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高 等 数学 (下 ) 


又 


fz dydz 十 只 dz<dz 十 之 dzdy 


3 


一 aray < 
Ds 


从 而 


请 dydz 十 只 dzdz 十 衬 dzdy 


Th 一 ad 二 ydzdr+zdrdy 


3.8.2 斯 托 克 斯 公式 


斯 托 克 斯 (Stokes) 公 式 是 格林 公式 的 推广 . 格林 公式 表达 了 平面 闭 区 域 上 的 二 重 积 分 与 
边界 曲线 上 的 曲线 积分 间 的 关系 ,而 斯 托 克 斯 公式 则 把 曲面 上 的 曲面 积分 与 沿 着 5 的 边界 
曲线 的 曲线 积分 联系 起 来 . 这 个 联系 可 用 定理 陈述 如 下 . 

定理 3. 8,2 设 L 为 分 段 光滑 的 空间 有 向 闭 曲线 ,5 是 以 L 为 边界 的 分 片 光滑 的 有 向 曲 
面 , 上 的 正 向 与 3 的 侧 符合 右手 规则 ， 函 数 PCz，>y，z)，QCz，y，z)，RCz，y，x) 在 曲面 
5( 连 同 边 界 L) 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ， 则 有 


Ne 5)dqdc+( 末 jadr+ (加 3 ) dedy 和 dz | Qdy + Rdz, (3.8.2) 
由 - L 


5 


式 (3. 8.2) 叫 做 斯 托 克 斯 公式 . 
为 了 便于 记忆 ， 利 用 行列 式 记号 把 斯 托 克 斯 公式 (3. 8. 2) 写 成 
dydz dzdz dzdy 


用 过 名 闫 |= 各 t+ody+Rdz 
L 


ax 9y a9z 


FP Q R 


把 其 中 的 行列 式 按 第 一 行 展开 ， 并 把 部 与 R 的 * 积 "理解 为 3 
等 ， 于 是 这 个 行列 式 就 "等 于 ” 


(和 天 )bdz+ (下 一 科 )dedz+ ( 卫 一 的)ddy 


， 交 与 Q 的 " 积 "理解 为 3 


这 恰好 是 式 (3. 8. 2) 左 端的 被 积 表达 式 . 
由 两 类 曲面 积分 间 的 联系 ,可 得 斯 托 克 斯 公式 的 另 一 形式 : 
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cosa cosB cosy 


9 a a 
J ar ay Fe ds 一 far + Qdy + Rdz. 


六 Q R 
其 中 心 二 (cosa，cosB，cos7) 为 有 向 曲面 3 在 点 (+，y，x) 处 的 单位 法 向 量 . 
如 果 三 是 zOy 平面 上 的 一 块 平面 闭 区 域 , 斯 托 克 斯 公式 就 变 成 格林 公式 . 因此 格林 公式 
是 斯 托 克 斯 公式 的 一 种 特殊 情形 . 
例 3.8.3 利用 斯 托 训 基 公 式 计算 出 线 积 分 由 dz 十 zdy 十 ydz， 其 中 工 为 平面 zx 十 ?十 = 


一 1 被 三 个 坐标 面 所 截 成 的 三 角形 的 整个 边界 ， 它 的 正 向 与 这 个 平面 三 角形 三 上 侧 的 法 向 量 之 
间 符 合 右手 规则 (如 图 3. 8. 2). 
解 ”依据 斯 托 克 斯 公式 ， 有 


量 Do FE 3 
drdy= || dc 
ou! 
其 中 D,:，D.,，D;, 分 别 为 在 yOz，z 
因此 图 3.8.2 
art edy tyde — -3. 


例 3. 8.4 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 曲线 积分 
ki 2)dr+ (2 — xz)dy+t (x: — y)dz. 


其 中 , L 是 用 平面 x 十 y 十 = 一 立 截 立方 体 {(z， y，z) |0<z<1, 0<y<1, 0<z<1} 的 
表面 所 得 的 截 次， 若 从 Oz 轴 的 正 向 看 去 ， 取 逆 时 针 方 向 (如 图 3. 8. 3). 
解 取 三 为 平面 z 十 ?十 = 一 立 的 上 便 被 二 所 图 成 的 部 分 ， 瑟 的 单位 法 向 量 奴 = 点 和 于 


即 to 按 斯 托 克 斯 公式 ， 有 
V3 


4 
dS 一 一 一 |(Cz 十 > 十 =)dS. 
出 


-| 


3 dr 


EC 


因为 在 六 上 x+ 一 羡 ， 故 


i 1 
Do as= 2 vadrdy 60, = 一 6(1 一 2X 吝 ) = 一 到 


其 中 D。 为 三 在 zOy 平面 上 的 投影 区 域 ( 如 图 3. 8.4)，o, 为 D;, 的 面积 . 


习题 3.8 
1. 利用 高 斯 公式 求 下 列 曲面 积分 . 
《1 求 由 (好 十 只 十 空 )dydz， 其 中 卫 是 球面 妇 十 交 十 空 一 ao 内 侧 ; 


(2) 求 业 xdzdy 十 ydzdz 十 zdydz， 其 中 王 是 球面 妇 十 交 十 衬 王 愤 外 侧 ; 


一 vn 


(3) 求 || 2xz:dydz 十 y(z* 十 1)dzdzx 十 (9 一 2)dxrdy， 其 中 5 是 曲面 z= 二 zx?: 十 y 十 1 (1 委 = 
三 2) 的 下 侧 ; 

(对 二 [|2edsd=+2wdzdz+3(e 一 Ddzdy， 其 中 马 是 曲面 z 二 1 一 飞 一 y(z 之 0) 的 
上 侧 ; 

(本 未 Praydsty drdst sdzdy, 为 球面 (x 一 a)? 十 (y 一 5)? 十 (z 一 c)? 二 R? 的 外 侧 . 


2. 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 1 一 中 Cy 一 =)dz 二 (2s? 一 zdy 十 (3z* 一 ydz， 其 中 工 是 平 


面 zx 十 y 十 z==2 与 柱 面 |z| 十 |y| 一 1 的 交 线 ， 从 = 轴 正 向 看 ，L 为 道 时 针 方 向 . 
3. 设 /(w) 具 有 连续 导 函 数 , 计算 曲面 积分 


了 一 heayas 站 [二 F(2) 十 jdzdz 十 Ee PY 十 之 ]dzdy ， 


其 中 3 为 :>0 的 锥 面 忆 二 十 z 与 球面 好 十 Y 十 之 一 1， 卫 十 溯 十 之 一 所 转 成 立体 表面 的 外 侧 
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3.9 总 习题 


1. 选择 题 
(1) 设 积分 区 域 D 是 由 |z|=1，|y|=1 所 围 成 ， 则 下 列 不 等 式 正确 的 是 (  ). 
(A) || (z+1)do>0; (B) || (zx—1)do>0; 
| | 
(C) || (y—1)do=0; (D) (—2—y de>0. 
| | 


(2) 设 积 分 区 域 DD 是 由 x 轴 , y 轴 , x 二 1，y==2 所 围 成 ， 则 | zydo=( 和 
D 
(A) 4 (B)2 dy (D) 一 1 


1 一 
(3) 二 次 积分 | dz 有 zwdy 等 于 (  )， 
1 一 = 1 一 > 1 1 一 
CA) | dy| fxs War BB | ao| fm, Wds 
1 Ey 
co dy| Pe 吉野 (D) | je 


(4) 设 积分 区 域 D 是 由 必 十 六 二 a? (a 之 0) 及 y 之 0 所 围 成 ， 则 二 重 积分 | (zx 二 37)dzdy 可 


以 表示 为 ( Yh 
(A) | EF (B) asf pep 
(©) [ .ao Pap (D) .ao ap 
0 a 


计算 zydzdy， 其 中 忆 是 由 曲线 zy 一 1， z 十 y 一 也 所 围 区 域 . 
3. 计算 | ydzdy， 其 中 DD 是 由 zx? 十 y 一 24x(a>>0) 与 < 轴 肝 成 的 上 半 国 区 域 


4 求 二 重 积分 | >[1+zetee+]dzdy 的 值 ， 其 中 DD 是 由 直线 y 一 x,y 一 一 1 及 xz 一 1 图 
成 的 平面 区 域 . 
3 计算 由 =y*=dzdyd=， 其 中 0 是 由 曲面 < 二 xy， y= 二 x+, Xx 二 1，z 二 0 所 围 成 的 区 域 . 


6. 计算 用 Vz7 二 Wdrdydz， 其 中 是 由 曲面 x 十 y 十 一 z 所 围 成 的 区 域 . 


I=acost, ,| 
7. 求 | xeds, 其 中 了 是 由 | ”Ko>0) 所 表示 的 曲线 上 相应 于 


y=asint, 


<i< 


和 高 等 数学 (下 ) 


8. 计算 1=|| "as, 其 中 5 为 上 半球 面 z== Viz 一. 
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9. 设 函数 p(y) 具有 连续 导数 ， 在 围绕 原点 的 任意 分 段 光滑 简单 闭 遇 线 L 上， 曲线 积分 
2 dr 十 24ydy 向 值 恒 为 同一 常数 . 


2 十 光 
(1) 证 明 ， 对 右 半 平面 x 二 0 内 的 任意 分 段 光 滑 简单 闭 曲 线 LL， 有 


p(yYdrt+2rydy 
27 十 yt 加 


05 


L 


(2) 求 函 数 p(y) 的 表达 式 . 
10. 设 三 为 本 球面 于 十 邯 十 之 一 1 的 上 半 部 分 ,点 PCz，y，*)E3, 卫 为 S 在 点 P 处 的 


(Cr，y， 县 
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无 穷 级 数 是 微 积分 的 一 个 重要 内 容 ， 是 表示 函数 、 研 究 函 数 的 性 质 、 进 行 数值 计算 以 及 
求解 微分 方程 的 一 种 数学 工具 . 它 不 仅 对 数学 ， 而 且 对 物理 学 、 力 学 、 生 物 学 、 经 济 学 等 学 
科 的 发 展 都 有 重大 的 影响 . 

无 穷 级 数 的 内 容 包 括 常 数 项 级 数 和 函数 项 级 数 . 本 章 首 先 介绍 常数 项 级 数 的 概念 与 性 质 ， 
然后 讨论 函数 项 级 数 中 的 容 级 数 和 傅立叶 级 数 的 相关 内 容 . 


4.1 常数 项 级 数 的 概念 和 性 质 


4.1.1 常数 项 级 数 的 相关 概念 


常数 项 级 数 是 无 穷 级 数理 论 中 最 先 要 介绍 的 概念 ， 它 与 数列 极限 有 着 密切 联系 . 我 国 古 
代数 学 家 刘 徽 曾 运用 常数 项 无 穷 级 数 的 思想 计算 过 圆 的 面积 ， 但 无 穷 级 数 严谨 的 数学 概念 却 
是 在 19 世纪 初 随 着 极限 的 概念 一 同 建立 起 来 的 . 

下 面 讨论 关于 圆 的 面积 问题 ， 即 求 半径 为 R 的 圆 的 面积 . 

首先 ， 在 半径 为 R 的 圆 内 作 内 接 正六 边 形 ， 如 图 4.1.1， 算 出 其 面 
积 ci ， 得 到 圆 面 积 的 一 个 近似 值 A, 一 ai. 

然后 ， 以 这 个 正六 边 形 的 每 一 边 为 底 分别 作 一 个 顶点 在 圆周 上 的 等 
腰 三 角形 ， 算 出 这 六 个 等 腰 角 形 面积 之 和 as， 得 到 圆 面积 的 一 个 近似 值 
As 王 a 十 az， 即 圆 内 接 正 十 二 边 形 的 面积 。 其 近似 程度 比 正六 边 形 的 要 
好 

再 次 ， 以 这 个 正 十 二 边 形 的 每 一 边 为 底 分 别 作 一 个 顶点 在 圆周 上 的 
等 腰 三 角形 ， 算 出 这 十 二 个 等 腰 三 角形 的 面积 cs ， 得 到 圆 面积 的 一 个 近似 值 A; 一 ww 十 ca 十 
< ， 即 圆 内 接 正二 十 四 边 形 的 面积 . 

如 此 进行 n 次 ,得 到 圆 面积 的 近似 值 A, 二 a 十 a 十 … 十 a,， 即 圆 内 接 正 3X2" 边 形 的 面 
积 . nn 越 大 ， 用 A, 近似 A 的 效果 越 好 ， 自 然 地 认为 ， 圆 面积 A 是 无 穷 多 个 数 累加 的 和 ， 即 

A=limA, =lim(a tast "ta,). 
容易 看 出 ， 这 无 穷 多 个 数 累 加 的 和 是 由 有 限 个 数 累 加 的 和 经 过 极限 过 程 转化 而 来 的 . 抽 


和 高 等 数学 (下 ) 


去 上 述 面积 问题 的 具体 意义 ， 就 得 到 无 穷 级 数 的 一 般 概念 . 
定义 4.1.1 设 有 数列 {a,) :al，as，…，a,，…， 将 该 数列 的 各 项 依次 用 加 号 连接 所 成 


的 表达 式 w 十 oz 十 … 十 oa 十 … 称 为 常数 项 无 穷 级 数 ， 简 称 常 数 项 级 数 或 级 数 ， 记 作 3 即 
Ss = a 


其 中 a, 称 为 级 数 > a, 的 通 项 或 一 般 项 
上 述 级 数 的 定义 只 是 形式 上 的 ， 它 并 没有 说 无 穷 多 个 数 如 何 相 加 . 众所周知， 有限 多 个 
数 相 加 ， 结 果 是 定数 ， 称 为 和 .无 穷 多 个 数 相 加 ， 它 有 没有 “和 ” 呢 ? 联系 上 述 关于 计算 贺 面 


积 的 例子 ,我 们 可 以 从 有 限 项 的 和 A, 一 Si 出 发 ， 不 断 增加 ， 最 后 变 成 无 穷 项 相 加 > )a, ， 
k=1 n=1 


这 说 明 级 数 的 形成 经 历 了 一 个 从 有 限 到 无 限 的 过 程 ， 即 级 数 是 由 有 限 项 累加 经 过 极限 过 程 转 
化 为 无 限 项 累加 的 . 根据 这 个 思想 ,我 们 引进 级 数 的 部 分 和 数列 的 定义 以 及 级 数 收 伍 和 发 散 
的 概念 ， 


定义 4 工 2 称 级 数 > ws 的 前 项 和 s。 一 a 为 它 的 部 分 和 ， 称 数列 {s } 为 它 的 部 分 
和 数列 . 加 加 

定义 .1.3 着 部 分 和 数列 {w} 有 机 眼 *， 即 lims 一 s， 则 称 级 数 > os 收敛， 称 ;为 
Da 的 和 , 即 
本 s=@i 十 as 十 二 as 十 we。 

称 差 值 7 一 ;一 5 为 级 数 Zi 的 余 项 ， 显 然 limm, 一 0. 

若 lims 不 存在 (包括 无 穷 )， 则 称 级 数 a, 发散， 

由 上 述 定 义 可 知 ， 级 数 与 数列 是 成 对 出 现 的 , 即 给 定 级 数 >)w 就 有 部 分 和 数列 
入 二 站) ， 反 之， 给 定数 列 {)， 就 有 以 {s ) 为 部 分 和 数列 的 级 数 >a = 6 一), 其 


中 二 0. 另 外， 级 数 ya, 与 其 部 分 和 数列 (5,) 具 有 相同 的 敛 散 性 ， 即 


Fs = lims, = lim Sa 
n=1 Li TRE=1 


例 4.1.1 讨论 等 比 级 数 (也 称 为 几何 级 数 ) 》)ag" 二 a 十 ag 十 ag 十 … 十 ag" 十 … 的 敛 散 性 ， 
若 收 化 求 出 它 的 和 ,其 中 天 0. 


[so 


解 ”此 等 比 级 数 的 的 公 比 为 g. 
(1) 车 gq 了 关 1， 则 部 分 和 


ml 而 
= Dlag' =atagt "+ag™! a(l—g") a ag” 
er 六 4= = 


当 |g| <1 时 ， 有 lims, 二 了 全， 从 而 级 数 了 ng 收 售 ， 其 和 为 :一 J 


当 |9|>1 时 ， 有 lims 一 c"， 从 而 级 数 Pag 发 散 . 
(2) 若 g 王 1， 则 部 分 和 5, 二 na， 有 limw 一 =， 从 而 级 数 2 发 散 . 


a, n=2k 十 1, 
(3) 车 gq== 一 1， 则 部 分 和 “= 


因此 lims, 不 存在 ， 从 而 > aq* 发 散 . 
0, n=2k. ” n=1 


综 上 ， 得 到 等 比 级 数 Dar 的 敛 散 性 : 


2 =- JT; lel<1, 


和 A jaj 生 和 


例 4.1.2 讨论 等 差 级 数 >)n 二 1 十 2 十 3 十 … 十 n 十 … 的 敛 散 性 , 车 收 化 , 求 出 它 的 和 . 


解 ” 由 于 级 数 Dn 的 部 分 和 为 


n(nt+1) 
二 


有 lims, 一 呈 ， 从 而 > 发 散 . 


站 
例 4.1.3 讨论 级 数 > iT | FT … 的 敛 散 性 ， 若 收敛 ， 
求 出 它 的 和 |. 


解 ” 由 于 级 数 > 的 通 项 为 


而 


= 1 一 下 -再 
n(nt+l1) nn 2 十 1 


因此 部 分 和 为 


由 人 六 n ntl 7 十 1 


从 而 
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和 高 等 数学 (下 ) 


则 级 数 3) 0 地 请 收 化 ,其 和 为 1 
例 4 工 4 讨论 调和 级 数 了 二 的 全 散 性 ， 若 收 合 ， 求 出 它 的 和 . 


解 考虑 级 数 > 小 的 部 分 和 ， 有 


$1=], 
二 1 十 方 ， 
i | | 2 
sat 一 4 一 1 十 去 十 (可 十 扫 ) 之 1 十 去 十 ( 子 十 子 ) 一 1 十 去 十 去 一 1 十 忆 
族 ， 
= 
计 7 尺 于 二 什 i 
2 林寺 (二 十 下 ) (二 十 囊 十 到 十 可 
证 ,证 迹 ，， 栖 
Irststsa-lts’ 
以 此 类 推 可 以 得 到 
sr 之 1 十 也 
由 于 


故 limsz 一 o2。 又 fa } 是 {s) 的 一 个 子 数列 ， 从 而 limw 一 >， 因此 级 数 > 士 发散. 
我 们 也 可 以 用 反 证 法 来 证 明 调和 级 数 > 二 发 散 


假设 级 数 二 收 分 于 *， 即 其 部 分 和 满足 lims 一 *， 也 有 limss 一 *， 从 而 


lim(s> —s, ) =0. 


1 1 | 


ii 了 
i 


3° 


S2n 5 


这 与 im(ss 一 w) 一 0 矛盾， 从 而 调和 级 数 > 二 发散. 
4.1.2 收效 级 数 的 基本 性质 


性 质 4.1 1 车 级 数 Ya, 收 化 于 和 s， 则 级 数 y ka, 也 收敛， 其 和 为 心 ， 其 中 hER. 
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证 明 记 级 数 Ya, 与 > ja。 的 部 分 和 分 别 为 s,。 和 5,， 则 有 
mm 一 Ra 十 Raz 十 … 十 Ra 一 As 
从 而 有 


limc, 一 limks, 一 lims, =ks, 


nc 


即 级 数 Du, 也 收敛， 上 且 其 和 为 ks. 

注意 : 若 人 天 0， 由 加 一 Asy 可知， 级 数 Da, 与 > ka, 的 伍 散 性 是 相同 的 ， 即 级 数 的 每 一 
项 乘 以 同一 个 不 为 零 的 常数 后 ， 得 到 的 级 数 与 原 级 数 具有 相同 的 仇 散 性 

性 质 4.1 2 车 级 数 yw 与 0. 都 收 伍 ， 其 和 分 别 为 各， 则 级 数 > (Ca, 土 到 ) 也 收敛 ， 
其 和 为 sa. 和 本 

证 明 ” 记 级 数 2 2 以 及 (a 士 名 ) 的 部 分 和 分 别 为 5,0, 与 r，， 则 有 


n=1 


二 二 (Qi 土 b1) 十 (az 土 Bz) 十 … 十 (as 士 b,) 
(a 十 @z 十 … 十 a,) 士 (bi 十 bz 十 … 十 b,) 


从 而 有 


limz, = lim(s, +60,)=s+to, 
pe mr 


则 级 数 > Co, 士 六 ) 收敛 ,其 和 为 s 填 6. 
性 质 和 1.2 说 明 两 个 收敛 级 数 可 以 逐 项 相 加 或 相 减 . 
性 质 4.1.3 在 级 数 > yo 前 去 掉 、 加 上 或 改变 有 限 项 后 得 到 的 级 数 Di 敛 散 性 不 变 . 
证 明 ” 记 级 数 和 上 
Da = tat 二 a 二 
的 部 分 和 为 s,， 去 掉 前 & 项 得 到 级 数 
2 = Fan TF me 
的 部 分 和 为 6,， 有 加 


醒 一 CeH 十 az 十 和 … 十 aa 一 Sa 一 So 


由 于 si 是 常数 ， 所 以 数列 (6,) 与 (5..,) 伊 散 性 相同 ， 因 此 Yo, 与 >a, 仇 散 性 相同 . 


类 似 地 ， 可 以 证 明 在 级 数 前 加 上 或 改变 有 限 项 后 得 到 的 级 数 敛 散 性 不 变 . 注意 ,收敛 级 
数 前 去 掉 、 加 上 或 改变 有 限 项 后 得 到 的 级 数 的 和 要 改变 . 


高 等 数学 (下 ) 


性 质 4.1.4 若 级 数 Si 收敛 , 则 对 该 级 数 任意 加 括号 后 所 形成 的 级 数 


到 高 = 
仍 收敛 . 
证 明 记 级 数 >)a, 与 >)0 的 部 分 和 分 别 为 s, 与 cv， 有 
n=1 n=1 
be es i 
om 一 (aq 和 ) aa Te j= . 


=(ai 十 十 a ) 十 Cai 十 二 ai) 十 十 (qi jn 十 十 qi ) 二 5i,， 


易 知 {0,) 实 际 上 是 (5,) 的 一 个 子 数列 ， 故 由 {s,) 的 收敛 性 立即 推 得 {0,} 也 收 僵 ， 且 两 数列 


极限 值 相同 . 
注意 :收敛 级 数 去 掉 括号 后 得 到 的 级 数 未 必 收 敛 . 例如 级 数 


> (1 一 D) = 一 (L 一 1) 十 … 十 (1 一 1) 十 …… 
n=1 


收敛 于 0， 但 去 掉 括 号 后 所 形成 的 级 数 


DD =1-1+1-1+*+(—D™ + 
n=1] 


却 发 散 . 因为 了 (一 1)" 的 部 分 和 


的 极限 不 存在 . 
由 性 质 4. 1.4 立即 可 得 如 下 推论 : 


推论 4.1.1 车 级 数 Dla, 任意 加 括号 后 所 形成 的 级 数 > 5 发 散 ， 则 原 级 数 a, 也 
发 散 . 加 本 
4.1.3 级 数 收效 的 条 件 

由 于 级 数 收敛 与 它 的 部 分 和 数列 {5,} 收 敛 是 等 价 的 ， 因 此， 根据 数列 的 柯 西 收敛 准 
则 ,不 难得 到 级 数 的 柯 西 收敛 准则 . 

定理 4. 1.1( 柯 西 收敛 原理 ) ”级 数 3 收敛 SYVe>>0,，3INEN;, Vn>N, VpEN,， 


Ls 


都 有 |airi 十 antz i | <~e 成 立 . 


证 明 级 数 la, 收敛 局 数列 (5,) 收 合 


全 Ve>0，IJNEN;，Vn>N,， VpEN;， 都 有 
lsars—5| = lastarrst .ary | <e: 


由 定理 4.1.1 的 必要 性 ， 若 级 数 》)a, 收 化 ， 取 p 一 1， 则 对 任意 给 定 的 正 数 e， 存 在 一 
自然 数 N， 当 nN 时 ， 有 |asn | 过 e， 即 lima, 0， 于 是 得 到 级 数 收敛 的 必要 条 件 . 

定理 4.1.2 车 级 数 了 a, 收 化 ， 则 其 一 般 项 趋 于 零 ， 即 lima, 一 0 

证 明 假设 级 数 > Yo 收 仇 于 和 *， 记 其 部 分 和 为 ,， 有 lims, 一 s， 从 而 有 


lima, = lim(s, —s,_1)=s—s=0, 


该 定理 可 以 简单 地 表述 为 收敛 级 数 的 一 般 项 必 趋 于 零 , 
推论 4 1.2 若 级 数 Fa, 满足 lima, 取 0, 则 Sa, 发 散 . 
这 是 判断 级 数 发 散 的 一 种 有 用 的 方法 ， 例 如 ，> 满足 limn 一 =， (一 1)" 满足 


lim( 一 D 不 存在 ， 


i ye 
0 下 IT 满足 lim jo0w 二 了 一 700 这 三 个 级 数 都 是 发 散 的 ， 


注意 ， 一 般 项 趋 于 零 的 级 数 不 一 定 收 剑 ， 例 如 级 数 > 二 与 > CD” 二 的 一 般 项 都 直 
于 零 ， 但 二 者 的 伍 散 性 完全 相反 ， 前 者 发 散 ( 见 例 4.1.4)， 后 者 收敛 ( 见 例 4 2. 10). 
例 4. 工 5 利用 柯 西 收 和 原理 判定 级 数 > 页 的 仇 散 性 
解 YPEN- ， 我 们 有 


1 


aes 十 1 1 win 
lorrtamat totel tty tay tt et py 


1 1 1 
td 


( Sn (二 人 HF) 


是- 奸 和 
n 7 十 力 


于 是 ，Ve>0， 3N= 人 |， Vn>N,，VpEN,， 都 有 


|annitantz 二 "二 Tanty |<e. 
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高 等 数学 (下 ) 


由 柯 西 收 全 原理 知 ， 级 数 >) 点 收敛 


习题 4.1 


1. 写 出 下 列 级 数 的 通 项 : 


| 
rh 


| 
(2) statiot17t"; 


LL ， 天 We 
i rm HW 
23 24 
本 > 


(4) 2 一 委 + 抒 


2. 设 级 数 yw 的 部 分 和 S, 一 - 2 , 试 写 出 此 级 数 , 并 求 其 和 。 
3. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 . mii 求 其 和 . 


(1) 0.001 十 V0.00I 十 V0.00I 十 … 十 V0.001+ 
国生 昌 生 -和 HeHD- 过 Ha 
(3) 了 3 : 2 ， 

CD 了 

on rd ett 


[se 


4.2 常数 项 级 数 的 审 伍 法 


要 判断 级 数 是 否 收 化 根据 定义 可 由 它 的 部 分 和 数列 有 无 极限 直接 来 判断 . 但 是 ,很 多 
部 分 和 数列 的 极限 通常 都 是 很 难 求 得 的 . 因此 需要 建立 间接 方法 判断 级 数 的 敛 散 性 ， 称 之 为 
审 敛 法 . 这 一 节 介绍 正 项 级 数 、 交 错 级 数 以 及 任意 项 级 数 及 其 审 敛 法. 


4.2.1 正 项 级 数 及 其 审 效 法 

1， 正 项 级 数 的 定义 

定义 上 2.1 若 级 数 .的 各 项 都 是 非 负 的 ， 即 a 之 0(n 二 1，2，…)， 则 称 De 为 E 
项 级 数 . 

由 正 项 级 数 了 3a。 通 项 的 非 负 性 可 知 : a 的 部 分 和 数列 (5,) 单 调 增 加 。 若 (5,) 有 上 界 ， 
则 由 单调 数列 的 极限 存在 准则 ，{s ) 必 收 仇 ， 从 而 正 项 级 数 Ds 收 全 . 由 此 得 到 以 下 判断 正 


项 级 数 收敛 的 基本 定理 . 
2. 正 项 级 数 收敛 的 基本 定理 


定理 4 2.1 正 项 级 数 >,ow 收敛 全 它 的 部 分 和 数列 {s%,} 有 界 . 


由 此 定理 立即 可 以 得 到 正 项 级 数 > ya, 发 散 的 充 要 条 件 ; 


推论 4 2 1 正 项 级 数 > o, 发 做 呈 它 的 部 分 和 数列 {s } 无界， 即 lims 一 
以 定理 4.2.1 为 基础 ， 可 以 得 到 下 面 的 几 种 判断 正 项 级 数 化 散 性 的 方法 . 

3， 正 项 级 数 审 全 法 

CD) 比较 审 仇 法 


定理 4.2.2 ”对 正 项 级 数 w 和 6b,，I NEN; ，V n>N， 有 a 过 妈 ,， 其 中 是 正 
常数 . 


四 若 级 数 26, 收 化 , 则 级 数 忆 a 必 收 全 


@ 若 级 数 a, 发 散 . 则 级 数 YA 必 发 散 . 
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和 高 等 数学 (下 ) 


证 明 Q@ 由 于 变更 级 数 的 前 有 限 项 不 改变 级 数 的 收敛 性 ， 故 不 防 假定 对 一 切 的 2 一 1，2， 
…， 都 有 ws 入 tb. 


设 》)b 收 化 于 和 o， 则 》)a, 的 部 分 和 
5 二 i 十 Qz 十 … 十 a 十 … 二 kb 十 kbs 十 … 十 kb 十 … 二 


即 正 项 级 数 > wu 的 部 分 和 数列 {s,) 有 上 办 ,从 而 由 定理 4. 2.1 知 > ov 收敛 
加 假设 级 数 入 收 敏 ， 由 四 知 ,也 收敛 ， 出 现 矛盾 ， 故 6 必 发 散 
为 了 应 用 的 方便 ， 下 面 给 出 比较 审 敛 法 的 极限 形式 . 
推论 4. 2.2 (比较 审 伍 法 的 极限 形式 ) 设 正 项 级 数 Ds, 和 》)b,(b, 0) 满足 


limp =l (0<I<o0). 


@ 著 0 过 /过 二， 则 如 hb 与 》 ws 敛 散 性 相同 ; 
四 车 /一 0, 且 闪 记 收 伊 , 则 可 a, 收敛 ， 
四 若 ! 一 +co, 且 2 6 发散， 则 > a, 发 散 . 


证 明 Q@ 由 lim 红 一 / 知 ， 对 e= 二 >0，3NEN+ ，VYn>N, 有 


Em 三 到 
-| =- 2 
或 
Ll jan -37 
< 
即 
6 a <2 
车 也 b 收 全 由 于 < 学 从 而 症 。 收 全 .车 4 发散， 由 于 必 > 生 4 从 而 Da 
发 散 . 


2 逻 。 1 | 年 本 二 
@ 由 limp* 一 0 知 , 对 e 一 二 ,3NEN+ ， < 即 a<b 若 2 和 


收敛， 则 由 定理 上 2.2 知 Ya 收 伍 . 
@ 由 lim 多 二 史 知 ,lim 各 一 0, 假设 站 a, 收敛 , 则 由 回 知 > 收敛 ,与 已 知 条 件 矛 盾 ， 
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故 了 a 发 数 . 


元 5 Za 


例 4.2.1 讨论 级 数 》 一 上 一 的 敛 散 性 . 


i 1 2901 ne 2"1 


解 当 >2 时 ， 二 二 二 二 过 1， 而 几何 级 数 >) 5 收敛, 故 由 定理 4 2.2 知 -1 
收敛 . 
例 4.2.2 讨论 广 级 数 (广义 调和 级 数 ) > 访 ( 户 > 0) 的 敛 散 性 . 


解 _@ 当 0<p<1 时 ， 有 直达 去， 而 调和 级 数 > 十 发 散 , 故 点 发散. 


@ 当 p>1 时 , 顺 次 把 户 级 数 > 十 的 一 项 、 两 项 、 四 项 、 八 项 …… 括 在 一 起 得 到 新 的 
级 数 ; 


1 十 (去 + 去 ) 十 (让 十 … 十 元) 十 ( 赴 十 十 就 ) 十 … (4.2.1) 
级 数 (1) 的 各 项 显然 小 于 级 数 
有 本 全 
D1 (z 加 (z lta) (Fr , 加 en 
(4.2.2) 


1 (天 + (到 ) be 


1 


对 应 的 各 项 . 级 数 (4. 2. 2) 为 公 比 = 


去 1 的 几何 级 数 ， 该 级 数 收敛 ， 从 而 当 p 记 1 时 ,级 数 


(4. 2.1) 也 收敛， 从 而 其 部 分 和 数列 也 收敛 ， 因 而 该 部 分 和 数列 有 界 . 由 广 级 数 刀 广 与 级 数 
(4.2.1) 的 关系 ， 可 知 户 级 数 > ， 声 的 部 分 和 数列 也 有 界 . 因此 由 定理 4.2.1 知 ,此 时 的 户 级 
数 > 二 是 收敛 的 ， 

综 上 ，p 级 数 3 十 当 六 >1 时 收 合 ， 当 0<p<1 发 数 . 


由 此 可 知 ， 级 数 > 疡 ,》) 也 当 收 和， 而 级 数 六 大 发 类 


i S 1 
例 4. 2.3 讨论 级 数 > 辣 
解 由 于 
1 1 1 


FTD”VGTDGOTD 2 十 1 
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高 等 数学 (下 ) 
1 


这 > NO 


例 4.2.4 讨论 级 数 > sin 二 的 仇 散 性 


发 散 . 


<。 和 
SIin 一 = 

解 由 于 lim 一 全 一 1， 而 级 数 > 址 发散 ， 故 级 数 > sin 二 发 散 . 

使 用 比较 审 敛 法 判断 级 数 剑 散 性 时 ， 需 要 事先 选 好 一 个 剑 散 性 已 知 的 级 数 作为 比较 的 标 
准 ， 最 常 选 定 的 比较 标准 是 几何 级 数 和 户 级 数 . 从 这 两 个 比较 标准 出 发 ， 可 以 得 到 使 用 很 方 
便 的 两 种 审 敛 法 一 一 比值 审 敛 法 和 根 值 审 敛 法 . 

(2) 比值 审 敛 法 ( 达 朗 贝尔 判别 法 》 


定理 4 2.3 ， 设 正 项 级 数 >\av(a, > 0) 满足 lim es 一 p 
n> Un 


n=1 


@ 若 o 二 1, 则 >)a 收敛 ; 
回 若 p 二 1 或 p= 十 co, 则 >)a, 发 散 ; 
四 若 o= 1, 则 》)a, 敛 散 性 待定 . 


证 明 由 于 lim 和 于 =p<1, 可 以 取 e>0, 使 pte=r<1. 存在 正 整数 N， 当 ”>>N 时 ， 


CQo+l 
Un 


0| < 或 2+<p He=r, 


即 i 过 ra。. 从 而 


dnti1<ran, ants<ravi rian , a <rian, 和 
由 于 级 数 》) ”ax 收 全 于 是 根据 比较 判别 法 的 推论 知 >)a, 收敛 . 


(@) 由 于 lim 多 十 一 0>1， 取 e>>0, 使 p 一 >1， 存 在 正 整 数 N， 当 n 宇 N 时 ， 有 


n+l a 


o|<e 或 >p-e>1, 


Un 


即 w+;>>w ， 即 数列 {a,} 是 单调 增加 的 ， 从 而 lima, 天 0， 因 此 > )o, 发 散 


@ 当 p=1 时 ，》 a, 可 能 收敛 也 可 能 发 艇 . 例如， 广义 调和 级 数 > 二 满足 


p p 
i lim et lim( a ) 1, 


06 Wa so 卫 / 7 


eo 


但 当 忆 > 1 时 十 收 伍 , 当 0<p<1 时 半 十 发 散 . 


例 4.2.5 讨论 级 数 二 1 的 敛 散 性 . 
解 ” 由 于 
lime =1 1 fie 0<1， 
es nl n 
故 级 数 DG = 收敛 . 
例 4. 2.6 讨论 级 数 2) 型 的 仇 散 性 . 
解 由 于 
jim lim Ca 十 1)1 /0m limz 十 1 
ee nl /10" weco 0 
nl 
故 级 数 > ， 0 发 散 . 
解 由 于 
lime = / 1i (2n—1)* 2n 
me an mL2Cnt1) 订 - 2Cz 二 TD/ Cn 二 C2nt1) C2nt2) 
故 比值 判别 法 失效 . 又 由 于 2n 一 1 三 n，2n 宇 n， 从 而 有 


1 1 
一 二 Ee 


1 
而 2 ww 收敛 ,从 而 之， (272 一 1)。27 收敛 
(3) 根 值 审 敛 法 ( 柯 西 判别 法 ) 
定理 4. 2.4 ， 设 正 项 级 数 > au 满足 im Ya, = p. 


四 若 p<1, 则 Da 收 全 
@ 若 p>1 或 o= 十 cc,， 则 >)ow 发 散 ; 


加 若 o=1， 则 Da, 敛 散 性 待定 . 


证 明 Q@ 由 于 lim Van 二 Pp 三 1,; 可 以 取 e 放 0, 使 p 十 e 二 7 二 1, 存 在 正 整数 N, 当 n 宇 N 


时 ,有 | G7 一 p| 过 ;或 ?47 过 pe 二 7, 即 a 二. 由 于 级 数 是 公 比 + 二 1 的 几何 级 数 ， 
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和 高 等 数学 (下 ) 


该 级 数 收敛 ,根据 比较 审 仇 法 知 Da, 收敛 . 
@ 由 limVa 一 p>1, 取 e>0, 使 pe>1， 存 在 正 整 数 N， 当 n>N 时 ,， 有 | Va 一 P|< 


e, 或 V& ,> 一 e>1,， 即 ww>>1， 从 而 lima, 天 0， 因 此 >)a, 发 散 . 


加 当 p=1 时 ,Da, 可 能 收 仇 也 可 能 发 散 . 例 如 ,广义 调和 级 数 > 二 满足 


Im 和 加 ( 庆 ) =1， 


但 当 p>1 时 站 十 收 合 , 当 0 二 p<<1 时 如 二 发 数 . 
例 4.2.8 判断 级 数 忆 2 十 和 1” 的 剑 散 性 


解 由 于 


lim Yi 一 lim 广 区 二 (17 一 lim 广 enet 一 im 本 eco 一 0<1， 


从 而 由 定理 4.2.4 知 级 数 3 (1 一 三 )” 收敛 . 


例 4.2.9 判断 级 数 > (1 一 凸 ) 的 化 散 性 ， 


解 由 于 
tim tiny (3) tin (1#) -+1 


从 而 由 定理 4.2.4 知 级 数 习 (1 一 士 )” 收 全 ， 


4.2.2 交错 级 数 及 其 审 效 法 
1. 交错 级 数 的 定义 


定义 4.2.2 称 各 项 正 ` 负 交错 的 级 数 为 交错 级 数 ， 记 作 2)( 一 Dm'a, 或 2)( 一 1)" 


maa 0), 
交错 级 数 的 各 项 是 正 负 交 替 出 现 的 ,与 正 项 级 数 形式 完全 不 同 ， 其 收敛 性 可 由 下 面 的 莱 
布 尼 兹 判别 法 来 判定 . 


2. 交错 级 数 审 剑 法 


定理 4 2.5( 莱 布 尼 兹 判别 法 ) ” 若 交 错 级 数 > ) (一 1)"'a, 满足 以 下 条 件 : 


ez 


第 4 章 无 穷 级 数 


(1) a,>arn (n=1, 2, 3, »); 
(2) lima, =0. 


则 > Dm'a, 收敛 , 且 其 和 xs 及 a, 余 项 满足 |7, | 过 aw 


证 明 首先 考虑 交错 级 数 (~ "ma, 的 部 分 和 数列 {5,) 中 的 偶数 项 

这 里 sx 二 (Qi 一 Q2) 十 (as 一 @4) 十 … 十 (az-1 一 Qasr). 由 条 件 (1) 知 括号 中 的 差 都 不 是 负 的 ， 
所 以 数列 (5) 单调 增加 . 

再 把 sz 改写 成 


SS 一 QI 一 (qz 一 03 ) 一 (Q4 一 05 ) 一 … 一 (az 2 — da-1)— a 


aa 一 [(aa 一 zs) 十 (as 一 a5) 十 … 十 (as 一 za 1) Ta). 
同样 由 条 件 (1) 知 括号 中 的 差 都 不 是 负 的 ， 所 以 sx 入 ww ， 即 数列 {so4} 有 上 界 . 
综 上 ， 数 列 {sze} 单 调 增加 有 上 界 ， 从 而 {szx} 必 存在 极限 ， 设 此 极限 值 为 *， 则 有 
limsae 一 s 《sa ) 
再 考虑 部 分 和 数列 {w } 中 的 奇数 项 
S19 S39 5 


由 于 sz+ 一 sx 十 azkttl， 而 limes+， 二 0， 所 以 有 


limszati = limsz limazrri 一 5 十 0 一 5 
大 -=c 大 ~ 呈 -cx 
这 就 说 明了 交错 级 数 > (一 1)”'a 的 前 偶数 项 和 与 前 奇数 项 和 都 趋 于 同一 极限 值 s， 故 
沈 (一 Dow 的 部 分 和 数列 满足 lims, 二 s(s<a1)， 即 3 (一 Da 收 合 于 s， 且 sa 


最 后 考察 (一 1)”'a, 的 余 项 ,不 难看 出 x 的 绝对 值 满足 


| 六 | =les —antstarts —antt +:| 


1 一 人 二 
上 式 等 号 右 端的 级 数 也 是 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 交错 级 数 ， 故 它 的 和 不 大 于 首 项 ， 即 


| rh | 委 an+i。 


莱 布 尼 效 判别 法 可 以 简 记 为 : 若 交 错 级 数 Sw 1) 一 ao, 对 应 的 数列 {a, } 单 调 减 少 且 趋 于 
0， 则 p> (一 Do 收敛 . 


例 4.2. 10 判定 交错 级 数 (一 1)”! 二 的 全 散 性 ， 
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和 高 等 数学 (下 ) 


解 。 (一 1)" 上 是 交错 级 数 ， 满 足 定理 4.2.5 的 条 件 ， 即 


1 1 


= (Ca 一 1，2，3，…)， 


0 
Nee n 


所 以 忆 一 Ly 工 收 伊 ， 
例 4. 2.11 验证 交错 级 数 > (- Di 是 收敛 的 ， 


解 由 于 交错 级 数 >)(- Di 让 -满足 


1 
i i Fy 


an+l (n=2,3, *")， 


| 
lima, 一 lim- 一 一 0 ， 
or m= lnn 


所 以 习 ( 一 DD 直 收 人 ， 


lnn 


4.2.3 任意 项 级 数 及 其 绝对 收效 、 条 件 收效 


前 面 介 绍 了 各 项 都 有 一 定 要 求 的 正 项 级 数 与 交错 级 数 及 其 审 伍 法， 下 面 介绍 各 项 没有 任 
何 要 求 的 任意 项 级 数 及 其 审 敛 法 ,注意 到 前 两 者 都 是 它 的 特例 . 
1. 任意 项 级 数 


定义 4 2.3 车 级 数 a, 中 各 项 为 任意 实数 ， 则 称 >a, 为 任意 项 级 数 . 


易 知 ， 将 任意 项 级 数 Foy 中 的 各 项 取 绝 对 值 可 以 得 到 正 项 级 数 ,而 对 正 项 级 数 ,已 经 


学 习 了 几 种 审 敛 法 ,可 以 考虑 通过 正 项 级 数 收敛 情况 来 判断 与 之 相关 的 任意 项 级 数 的 收敛 
性 问题 . 


首先 考虑 级 数 > (一 Dr 十. 由 定理 人 2.5 知 六 (一 D 二 收敛 ， 而 


ee 


7 
是 户 级 数 ,又 由 于 p>1, 故 六 六 收 敛 ， 
再 考虑 级 数 了 (一 DD 小. 由 定理 2.5 知 2)C- 1) 二 收敛， 但 


es 


了 
baike a 


el 


= 六 
是 调和 级 数 ,由 例 4.1.4 知 >) 二 发散. 

由 此 可 见 , 当 级 数 a 收 伊 时 ,级 数 >， | a, | 的 敛 散 性 是 不 确定 的 . 为 此 我 们 给 出 下 面 的 
定义 . 

定义 42.4 ”车 任意 项 级 数 》) a, 各 项 取 绝 对 值 后 形成 的 级 数 了 ) 1a | 收 剑 ， 则 称 级 数 
a 绝对 收 化 .车 级 数 > 14,| 发 散 ， 但 了 条 件 收 化 ， 则 称 了 a 条 件 收 全 

由 定义 4 2.4 可 知 级 数 > (一 1)' 点 绝对 收 化 ， 而 级 数 也 (一 1 二 条 件 收 全 


任意 项 级 数 绝 对 收敛 与 收敛 有 下 面 的 重要 关系 . 
2. 任意 项 级 数 收敛 的 绝对 收敛 法 


定理 4.2.6。 车 级 数 》 a, 绝对 收敛 ， 即 > ，|a,| 收 剑 ， 则 级 数 yo, 必定 收 全 ， 


证 明 由 于 六 | o | 收敛 , 设 


b= 二 Cat a1), 


则 用 过 |a,|， 从 而 级 数 > 0, 收敛 . 
又 


D6 = PD Ha, the,)), 
n= n=1 


> 2 一 之 [ 恪 


从 而 由 收敛 级 数 的 逐 项 可 加 性 知 级 数 3 收敛 . 
由 定义 4.2.4 和 定理 4. 2.6 可 知 收敛 的 任意 项 级 数 要 么 绝对 收敛 , 要 么 条 件 收敛 . 根据 


定理 4 2.6， 若 能 利用 正 项 级 数 审 化 法 判定 级 数 |a | 收 化 ， 则 级 数 a, 必 收敛 . 但 是 若 
级 数 了 |a, | 发 散 ， 一 般 来 讲 ,级 数 > wo, 未 必 发 散 ， 例 如 级 数 (一 Dr 二. 车 |a,1 当 
#2o 时 不 趋 近 0， 由 极限 理论 知 当 n> 时 a, 也 不 趋 近 0， 则 由 》)|a, | 发 散 可 知 3a 发散. 


165| 


和 高 等 数学 (下 ) 


例 4 2.12 判定 级 数 Sie 的 收 敏 性 ， 


解 ”由 于 


sinna 
nz 


收 敏 ， 从 而 > ”Sa 也 收敛 


n= 


而 六 点 收 笋 , 故 六 


例 4. 2.13 判定 级 数 忆 (一 1)" 直 (1 十 十) 的 收 丝 性 


2 
可 


解 记 w= 志 (1+ 二 ) ， 有 
到 = 去 (1+ 二 ) 一 全 >1 (roo), 
从 而 有 ww 当时 不 赵 近 0， 因 此 了 (一 D" 站 (1 十 方 ) 发 散 ， 
绝对 收敛 级 数 具有 很 多 条 件 收敛 级 数 没有 的 性 质 ， 下 面 不 加 证 明 地 列 出 . 


3. 绝对 收敛 级 数 的 性 质 
性 质 4.2.1 车 级 数 >) a, 绝对 收敛 ， 和 为 s， 则 任意 交换 此 级 数 的 各 项 次 序 后 所 得 到 的 


新 级 数 》)b, 也 绝对 收敛 , 且 其 和 仍 为 s. 
性 质 4.2.2 车 级 数 a, 与 6, 都 绝对 收敛 ， 和 分 别 为 * 和 a， 则 由 它们 的 各 项 乘积 所 


得 到 的 新 级 数 》) aib 也 绝对 收敛 , 且 其 和 为 xc. 


习题 4.2 


1. 用 比较 审 敛 法 判定 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 


i 


,| 1 
Ne 


各 St 23 24 De! 
a EA TE i 


5 十 二 


n=1 Nn 全 下 


(8) (1+ 广 )， 
n—l 


(9) 男 i 

2. 用 比值 审 敛 法 判定 下 列 各 级 数 的 敛 散 性 . 
(1) 支 十 癌 十 区 十 加 十 

(2) 1+ 吉 + 吉 + 相 + 

(3) > re 


: i 
ta) 之 2 (22 一 1) 

> 
1000 2000 3000 4000  ” 


(5) 


5 52 53 
RD 


NY rE 

(8) 2a ta test 

(9) DsinE. 

3. 判定 下 列 交错 级 数 的 敛 散 性 . 

(GD) i 加 

(2) 1 一 二 + 二 一直 十 … 

(3) 1 一 全 十 世 一 地 十 

4. 判定 下 列 级 数 哪些 是 绝对 收敛 ,哪些 是 条 件 收敛 ? 


EN 


高 等 数学 (下 ) 
网 记 DT 
ed 吕 Ce 
(5 十 站 过 十 友 te 
(6) 却 十 了 各 世 + 和 + 说 本 | 3 DG 二 


第 4 章 无 穷 级 数 


4.3 ” 窜 级 数 


在 前 面 讨论 的 常数 项 级 数 的 概念 、 性 质 及 审 敛 法 的 基础 上 ， 从 本 节 开 始 将 介绍 函数 项 级 
数 的 基本 概念 、 收 敛 性 及 其 应 用 . 主要 介绍 考级 数 和 傅 里 叶 级 数 的 相关 问题 ， 这 两 种 级 数 在 
函数 表示 、 函 数 性 质 研 究 及 数值 计算 等 方面 都 起 到 重要 作用 . 


4.3.1 函数 项 级 数 的 相关 概念 


根据 常数 项 级 数 的 定义 方式 ， 立 即 可 以 得 到 函数 项 级 数 的 定义 . 
定义 43.1 设 {a,(x)} 是 定义 在 区 间 D 上 的 函数 列 , 将 {a, (x)} 中 各 项 依次 用 加 号 连接 
起 来 ， 称 表达 式 
a (za(z)t ”talz)t 


为 函数 项 无 穷 级 数 ， 简 称 函 数 项 级 数 ， 记 作 >)a,(z), 其 中 ww(z) 称 为 它 的 通 项 ,前 项 和 
Sz) 一 Sk 称 为 它 的 部 分 和 . 


注意 到 ， 取 定 < 二 zu ED 时 ， 则 对 应 的 函数 项 级 数 3a,(z) 变 成 常数 项 级 数 Da (x)， 
由 此 可 以 给 出 如 下 定义 。 


定义 4.3.2 车 常数 项 级 数 了 a,(z,) 收敛 , 则 称 x 是 函数 项 级 数 > av(z) 的 收 伍 点 , 由 
收敛 点 构成 的 集合 称 为 该 级 数 的 收 策 域 . 若 常数 项 级 数 > ev (zi ) 发 散 , 则 称 zw 是 函数 项 级 数 


Da (zx) 的 发 散 点 , 由 发 散 点 构成 的 集合 称 为 该 级 数 的 发 散 域 . 若 任 意 x € D， 级 数 a， (x) 


都 收 伍 ， 则 称 该 级 数 在 D 上 处 处 收敛 . 此 时 称 由 s(x) = lims, (xz),rE 六 证 又 的 函数 5 为 
该 级 数 的 和 函数 . 


定义 4.3.3 若 任意 zxED， 常 数 项 级 数 3 wz) 都 收敛 ， 则 称 函 数 项 级 数 3 ww (Zr) 在 
D 上 处 处 收敛 . 此 时 称 由 s(x) 二 lims, (xz)，xzED 定义 的 函数 s(xz) 为 该 级 数 的 和 函数 ， 称 


rn(X) 二 s, (xX) 一 s(x) 为 2 a,(ZX) 的 余 项 ， 有 limr, (zx) 二 0. 
n=1 We 


注意 到 函数 项 级 数 立 w(z) 只 有 在 其 收敛 域 上 才 具 有 和 函数 以 及 余 项 ， 


高 等 数学 (下 ) 


4.3.2 肾 级 数 及 其 收效 性 


震级 数 是 函数 项 级 数 中 结构 最 简单 、 应 用 上 也 最 重要 的 一 类 级 数 . 它 的 所 有 部 分 和 数列 


{sw(z)} 都 是 普通 的 多 项 式 . 因而 只 要 它 收 敛 ， 则 它 的 和 函数 总 可 以 用 多 项 式 来 近似 表达 ， 而 
且 可 以 表达 到 任何 精确 的 程度 . 


1. 客 级 数 的 形式 
震级 数 的 一 般 形式 为 


2 While ZX0)" =aoTai(z— Zo) tas(z— ro) tta (vO— zo) 二, 
| 
从 


令 y 一 xz 一 zo， 则 有 


2 0y" =a0 tarytasy 二 tany "十 …. 


n=0 


为 方便 起 见 ， 只 讨论 形 如 


EB3 anr" 二 Qo 十 QaiX 十 qz 十 … 二 A 


n=0 


的 震级 数 ， 其 中 a。，al ，as，… 称 为 宪 级 数 Sa 的 系数 ,它们 均 为 实数 . 


n=0 


注意 到 备 级 数 > avzrr 在 x 二 0 处 收 合 于 ao. 除 此 之 外 ， 宕 级 数 了 ax" 还 在 x 轴 上 哪些 


点 收敛 ， 在 哪些 点 发 散 呢 ? 换言之 ， 寡 级 数 的 收敛 域 具有 怎样 的 形式 呢 ? 下 面 介绍 震级 数 的 
收敛 性 ， 通 过 阿 贝尔 定理 来 回答 这 些 问 题 . 
2. 宕 级 数 的 收敛 性 


定理 4.3.1 ( 阿 贝尔 定理 ) 
(1) 车 级 数 ar" 在 必 天 0 处 收复 ， 则 Vz:|z| 一 |m|，Y aszr 都 绝对 收 伊 
(2) 若 级 数 》) anz" 在 zxo 天 0 处 发 散 ， 则 Vz:|z| 之 |z 


| Sa 都 发 散 . 
证 明 (1) 设 级 数 


2 an 一 0o 十 aizo 十 52 十 … 十 aozg 十 … 


n=0 


收 化 ,这 时 有 


lima,z?s =0, 
从 而 数列 {aizi} 有 界 ， 即 了 M>>0， 有 |azil 委 M，7z= 一 0，1，2，…- 


又 级 数 Yauzr 的 一 般 项 的 绝对 值 可 以 写成 


| az3 | 


n 上 济 
CaeTZg 二 
Xo 


lal 
EL 


| 
[7 


而 当 |z| 过 |z | 时 ， 几 何 级 数 Du | 收 货 ， 从 而 级 数 > | art | 收敛 ， 吉 级 数 了 a 
绝对 收 售 . 

(2) 用 反 证 法 . 

假设 za :| zi | 全 | 本 | ， 使 级 数 ) as" 收 剑 ， 于 是 由 (1) 知 级 数 了 ) qx" 在 zx 处 收敛， 
这 与 假设 矛盾 ， 从 而 定理 得 证 本 

由 阿 贝尔 定理 可 以 看 出， 著 宕 级 数 > or" 存在 异 于 零 的 收敛 点 ， 则 它 的 收敛 域 是 以 原 


点 为 中 心 的 区 间 . 
关于 震级 数 的 收敛 性 ， 不 外 乎 有 如 下 三 种 情况 : 


Q@ 宕 级 数 > ， 所 在 (一 =， 十 中 ) 内 绝对 收敛 . 因为 根据 正 项 级 数 的 比较 审 剑 法， 对 任意 


ntl 


TX 
1 
一 个 z 和 尖 0， 都 有 lim- 二 一 lim- 工 -一 0。 
We 2 n=oot 十 1 
nl 


@ 震级 数 > nz" 仅 在 x 一 0 处 收 仇 .因为 当 x 尖 0 时 ， 有 limnz 一， 


@ 短 级 数 >) z" 在 (一 1，1) 处 收敛 . 因为 当 |z|<1 时 ， 几 何 级 数 >) z" 收敛 ; 当 


n=0 n=0 


|z| 写 1 时， 几何 级 数 >)x" 发 散 . 
由 此 可 以 得 到 下 述 重要 推论 . 


推论 4 3.1 一 般 地 ， 对 于 任何 震级 数 3 EO 都 存 
在 一 个 R，0 和 R 委 十 cc ， 具 有 如 下 性 质 ， 


@ 若 0 一 R 一 十 =， 则 震级 数 ax" 当 | z| 一 R 时 绝对 收 伍 ， 
@ 若 R= 十 =， 则 备 级 数 awz" 在 (一 =-，c-) 发 散 ; 
@@ 若 R=-0， 则 等 级 数 > our' 仅 在 一 0 收 全 


称 这 样 的 RR 为 寡 级 数 》) asz" 的 收敛 半径 . (一 R，R) 为 > asz" 的 收敛 区 间 , 当 z 在 


n=0 


(一 R,，R) 内 ,， 即 |x| 过 R 时 ， SY wn 收敛 ; 当 工 在 (一 R,，R) 外 , 即 |x| 这 R 时 ， ek 发 


n=0 n=0 


散 . 在 收敛 区 间 ( 一 R，R) 的 端点 = 二 士 R 处 ， py ar” 是否 收敛 ， 则 须 另行 讨论 . 最 后 在 区 
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高 等 数学 (下 ) 


间 ( 一 R，R)、[ 一 R，R) (一 R，R] 以 及 [一 R，R] 中 确定 > wz* 的 收敛 域 . 
下 面 介绍 索 级 数 收敛 半径 的 求法 . 
定理 4.3.2 若 寡 级 数 y 本 这“ 的 系数 满足 lim 


n=0 


| 二 p 或 lim VTa,|==p(0<p 志 十 吕 )， 


则 它 的 收敛 半径 
1 
0， 
a 
R= egs SW 
0，p 一 十 cc. 
证 明 ” 仅 证 明 linm | 全 二 | =p 的 情形 ，lim [aT=p 的 情形 类 似 可 证 
由 正 项 级 数 的 比值 审 仇 法 ， 可 得 
m| 生 人 |=im | 和 Isl=ell 


(车 0<p<+o， 则 当 p|z|<1， 即 |z|< 上 时 ， 级 数 > wz* 绝对 收敛 ， 从 而 收敛 ， 


n=0 


当 plz|>1， 即 |z|>> 寺 时 ， 级 数 忆 |awr" | 发散 ， 并 且 从 某 一 项 开始 满足 | | > 
|az"|， 因 此 级 数 >)|az"| 的 一 般 项 |asz"| 当 n 一 oo 时 不 能 趋 于 零 ， 从 而 wz" 也 不 能 趋 于 


零 ， 所 以 军 级 数 asz" 发 散 


n=0 


(2) 车 po 二 0， 对 任何 x 都 有 p|zx| 二 0 二 1， 所 以 短 级 数 > )az" 在 整个 数 轴 上 绝对 收敛 ,R 


n=0 


一 十 oo. 


(3) 若 po 一 十 ce， 则 对 任意 z 关 0 都 有 pl|z| 一 十 co， 所 以 对 一 切 z 关 0， 级 数 > | wze | 发 


n=0 


散 ， 从 而 3 asz" 也 发 散 ， 否 则 由 定理 4. 3.1 知 将 有 x0 使 级 数 >，|asz*| 收 剑 ， 出 现 巴 


n=0 n=0 


盾 ,， 于 是 R=0. 
例 4.3.1 求 震级 数 >) ( 1 一 到 一 ++ 1D) 生 :到 十 … 的 收敛 域 . 


解 由 于 
和 
ein| | le"T 1 
72 
则 该 级 数 的 收敛 半径 为 


[72 


1 
R= 了 =1. 
当 z= 一 1 时 ， 级 数 (一 D7 二 = 一 局 二 发 散 . 
当 z==1 时 ,级 数 x (一 1) 生 ' 工 是 交错 级 数 ， 收敛 . 


该 级 数 的 收敛 域 为 (一 1，1] 
例 4.3.2 求 宕 级 数 > 于 一 1 二 z 十 于 十 … 十 于 十 … 的 收敛 域 


nl 


解 由 于 
EE 
Ca+l si | 
FP =| 前 i 9 
nl 


从 而 该 级 数 的 收敛 半径 尺 = 十 c=， 于 是 所 求 收敛 域 为 (一 2 ， 十 c=)， 


例 4.3.3 求 宕 级 数 3 nlx" 二 1 十 x 十 21z 十 … 十 n1x" 十 … 的 收敛 域 . 
解 由 于 


p=lim limz 十 1 一 十 co， 
mr mr 


mr 


| lmCa 十 1D1 
1m al 


从 而 该 级 数 的 收敛 半径 尺 二 0， 从 而 该 级 数 仅 在 + 二 0 收敛 . 
例 4.3.4 求 宕 级 数 》) -的 收敛 半径 ， 


解 级 数 > [这 jT 中 工 的 奇数 次 军 项 的 系数 都 为 零 ， 这 样 的 和 级 数 称 为 缺 项 宕 级 数 ， 其 


收敛 半径 不 能 应 用 阿 贝尔 定理 直接 来 求 ， 需 要 应 用 正 项 级 数 的 比值 审 敛 法 求 得 . 
由 于 


2n 一 2 


2 
tin| CZ) 1/ C2n—2)1 


当 4z|?*<1， 即 1z|< 去 时， 级 数 2 人 ie 收 丝 ， 


|=4lzt. 


当 4|zl?>>1， 即 |z|>> 二 时 ， 级 数 > 2 xz 发 散 、 


级 数 > Ce 


例 4.3.5 求 宕 级 数 2 全 的 收 化 域 . 


解 ” 此 级 数 为 形 如 De zo)" 的 级 数 ， 令 x 一 zo 二 y， 则 有 Day, 并 且 这 两 个 级 
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和 高 等 数学 (下 ) 


数 有 相同 的 收敛 半径 R. 
令 ?一 z 一 1， 则 有 级 数 5 由 于 
ne 1 
p= li | limgr br/ Ey 


从 而 级 数 > 于 到 :的 收敛 半径 为 及 一 2. 


n=0 


2" ln 
发 数 . 


一 2 时， gd 小 (一 DD" 土 收 全 ， 


n=0 n=0 


当 y 


因此 级 数 3 5 之 -的 收敛 域 为 [一 2，2)， 


由 于 一 2 释 z 一 1 二 2， 即 一 1] 委 z<<3， 于 是 级 数 四 


n=0 


盖 的 收敛 域 为 [一 1， 
4.3.3 畸 级 数 的 运算 
下 面 定理 给 出 收敛 寡 级 数 的 四 则 运算 法 则 . 


定理 4.3.3 ”设备 级 数 >》) az" 与 > bz" 的 收敛 半径 分 别 为 R 和 及 , 令 R=min{Ri, Rs)， 
则 有 


A 六 anZ" 一 Sy Xanx”"， 4 为 常数 ，|z| 一 Ri 


n=0 n=0 


> az" 士 Pir = 一 2 +b6,) x , |z|<R; 


n=0 n=0 


(pa )( Ds WW = 到 cz"， 其 中 总 三 了 ob | | RS 


n=0 n=0 n=0 


=0 


一 一 一 = ig ， 其 中 而 天 0， 古 王 = Bi 1，|z| 二 R。，R。 比 R 和 Rs 都 小 . 
Dor oe 


k=0 


例如 ， 3 axz" 二 1， 其 中 ,ao=1, a,=0, n=1,，2,， 


n=0 


又 如 ;D1 Bz" 一 1 一 x; 其 中 ;6 一 15 页 一 一 1 下 一 0 


n=0 


上 面 两 个 级 数 的 收敛 半径 均 为 尽 = 十 =， 但 是 


[4 
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的 收敛 半径 只 是 R, 一 1. 
证 明 略 . 


4.3.4 圭 级 数 和 函数 的 性 质 


下 面 定理 给 出 震级 数 的 和 函数 的 重要 性 质 ， 这 些 性 质 在 求索 级 数 的 和 函数 时 能 起 到 重要 
作用 . 


定理 4.3.4 车 短 级 数 >) az" 的 收敛 半径 R>>0， 则 其 和 函数 sz) 满足 
(1) 在 收敛 区 间 ( 一 R，R) 上 连续 ; 
(2) 在 收 合 区 间 ( 一 R，R) 内 可 逐 项 求 导 , 即 s(x)= 3 (asx") = Fa 


n=0 ee 


wE(—R: Rs 
(3) 在 收敛 区 间 (一 R，R) 内 可 逐 项 积分 , 且 | xzdz 一 了 Da, | dr，zE( 一 R，R)， 


逐 项 求 导 和 逐 项 积分 后 所 得 的 寡 级 数 的 收 仇 半径 仍 为 R， 但 在 收敛 区 间 端 点 的 伊 散 性 有 
可 能 改变 . 

证 明 从 略 , 

例 4.3. 6 求 宕 级 数 》) 本 的 和 函数 s(x). 

解 ”由 于 


Un 


1 
lim 十 ce， 
mr nl 


R= lim 


n+l 


所 以 该 级 数 的 收敛 域 为 (一 <"， 十 c=). 设 其 函数 为 


s(x) = > 于 (~ oor<i+o), 


则 


7 2 x 
sod Dy DD s(7),(— <r A+ 0). 


k=0 
两 端 乘 以 e*“， 有 es(x)’ 二 0. 因此 s(x) 二 Ce”. 由 5s(0)==1 得 s(x) 二 e*， 故 有 


例 4.3.7 求 宕 级 数 >)nz" 的 和 函数 s(x). 
解 由 于 
R=lim im, 
moo |Qdntl "> 1 


又 z= 士 1 时 ， 级 数 了 ) nC 土 1D)" 发 散 ， 所 以 该 级 数 的 收敛 域 为 (一 1，1). 设 其 函数 为 


n=0 
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高 等 数学 (下 ) 


S(Z) 一 加 SB 
一 


则 
SCZr) 一 py nz’=x Sy WA = 3 《一 二 0) 
n=0 n=0 n=0 n=1 
人 i Cid 

例 4.3.8 求 寡 级 数 >， 二 的 和 函数 xz) 
解 ”由 于 

he es 

nm |Qntl moon 十 1 
a EE 2 (一 1)" 
又 x 二 1 时 ， 级 数 3 二 TI 发 散 .zx 一 1 时 ， 级 数 bp | 收敛 . 
所 以 该 级 数 的 收敛 域 为 [一 1，1)， 设 其 和 函数 为 \(z)， (一 1<z<1)， 当 xz 尖 0 时 ， 
二 A 1 Fl 1 > pr 1r’ 
s(x) 了 i E23 i 二 | 一 | 二 人 Za )dz 
二 | dr = 一 二 mn 一 aD, CO<lzl<D 及 xz 一 一 1 
而 s(0) 一 ww 一 1， 或 由 和 函数 的 连续 性 得 到 
s(0) = lims(z) im | 
TO I>0 效 
于 是 
—Line— a EE-—1s WU (0s Is 
SC(Z) 一 并 
1, z=0. 
习题 4.3 


1. 求 下 列 宕 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 域 : 


2 型 

,和 入 本 本 
TX 2 2 

Wa 1 ET 


一 六 
(3) 2 ta yo 


1 
(4) Ft 人 t+ar 二 + ; 


[ze 


9 DE 
2 
(6) 到 ., 
5 5 FR 
2 3 必 
(7) 1 十 一 天 一 径直 一 是 一 着 


eo5 9g。 5 13 eB 17 6 


(8) 3 于 2 
"=1 


二 页 +t) 


(10) PS + 3"; 
n=1 

Cy DY 
过 n 


(12) DY Va FT—Vn) » 2 
n=1 


018) Do 8) 
天 一 


3 

CL DI 

2. 求 下 列 寒 级 数 的 收敛 域 .并 求 秃 数 ， 
2 

(1) Xt 

(2) 2z 十 4z3 十 6z5 十 8z 十 …3 


(3) 人 


1 


Lt 


EC 


4.4 函数 展开 成 容 级 数 


前 面 我 们 学 习 了 震级 数 的 收敛 域 及 其 和 函数 的 性 质 ， 并 且 利 用 和 函数 的 性 质 求 出 了 一 些 
震级 数 在 其 收敛 域 上 的 和 函数 . 但 在 许多 实际 应 用 中 ,往往 会 遇 到 相反 的 问题 : 那 就 是 对 于 
给 定 的 函数 /(z)， 是 否 能 在 某 区 间 1 上 能 找到 一 个 笑 级 数 ,， 使 其 收敛 于 f(z)? 换 句 话说 ， 
就 是 在 区 间 1 上 是 否 能 将 jz) 展 开 成 寡 级 数 ?” 若 能 展 成 寡 级 数 ， 这 样 的 震级 数 是 否 唯一 ?又 
能 通过 哪些 方法 将 函数 展 成 震级 数 呢 ? 下 面 我 们 依次 讨论 这 些 问 题 . 


4.4.1 泰勒 级 数 
定义 4441 车 在 点 zx 的 某 个 邻 域 ICzs) 内 存在 震级 数 》 as(z 一 zm)"， 且 收敛 于 给 定 


的 函数 f(x)， 则 称 FCz) 在 U(zo) 内 能 展开 成 蛇 级 数 ， 即 f(x) 一 be 也 称 


a(x 一 zo)" 为 函数 (x) 的 备 级 数 展开 式 . 
下 面 我 们 来 研究 函数 的 客 级 数 展开 式 的 具体 形式 以 及 函数 展 成 才 级 数 所 需 的 条 件 . 
首先 假设 f(z) 在 点 xz。 的 某 个 邻 域 U(zxo) 内 能 展 成 血 级 数 ， 即 
jz) 一 ao 十 ai (zr—zo) Ta (zr— zo) 二 二 Ta, (rz—z0)" 二 +, ZEU(Czo)， 


根据 震级 数 和 函数 的 性 质 可 知 ， 函 数 /(x) 在 U(xo) 内 具有 任意 阶 导数 ， 即 
GtD! 
2! 


Fan (n+ 1 ma CE—i0) Gps Cm —mo (4.4.1) 


在 式 (4.4.1) 中 令 z 一 zo， 得 到 
f(x)=nla,, 
于 是 


he (4.4.2) 


nl 


从 而 得 到 
i) 
Fa) 一 > a (tx) (4. 4.3) 


借助 于 jz) 在 zu 点 的 泰勒 公式 ， 我 们 称 式 (4.4. 3) 右 端 级 数 为 fF(z) 在 xo 的 泰勒 级 数 ， 
式 (4. 4. 2) 称 为 泰勒 系数 ， 
定义 4 42 若 函 数 f(z) 在 x 的 某 邻 域 UCzo) 内 具有 各 阶 导 数 ， 则 称 级 数 
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i 


二 f(zo) 二 (zo) (zx 一 zo) 十 


(Zw 一 Zo) 十 …* 十 


为 函数 /Cz) 在 x, 的 泰勒 级 数 ， 记 作 f(z)~ Fa). 
当 z==0 时 , 称 泰勒 级 数 


> 


n=0 


为 麦克 劳 林 级 数 . 
注意 到 泰勒 级 数 > 全 (xz 一 za)* 在 z 一 z 处 收敛 于 (zu)， 


上 面 的 推导 也 表明 ， 本 数 若 能 展 成 寡 级 数 ， 则 展开 式 具 有 唯一 形式 ， 
定理 4.4.1 若 函 数 /(x) 在 区 间 ( 一 R，R) 能 展 成 震级 数 ， 则 这 种 展开 式 是 唯一 的 ， 且 与 
它 的 麦克 劳 林 级 数 相 同 . 
证 明 设 jz) 所 展 成 的 震级 数 为 
jz) 一 ao 十 az 十 好 十 … 十 az 十 …，zE( 一 RR，R) ， 


有 
0) 
由 
f (x)=a 二 2as z+ Hnanr”! 二"…， 
可 得 
=f (0). 
由 
ff (2)=21gd+ +n(n— Dazr" t+ 
可 得 
一 二 /0)， 
以 此 类 推 ， 由 
f° (7)=nla,t, 
可 得 
= 二 Fo (0). 
显然 结论 成 立 . 


注意 到 ， 式 (4. 4. 3) 是 在 假设 /(z) 在 U(zo) 能 展开 成 寡 级 数 的 前 提 下 得 到 的 . 现在 要 问 ， 
若 去 掉 这 个 前 提 而 仅仅 假设 f(x) 在 U(xo) 中 无 穷 次 可 导 , 式 (4. 4.3) 是 否 仍然 成 立 ? 答案 是 
否定 的 . 

例如 函数 
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是 Ws 
f(z)= (4.4.4) 


~ 
高 等 数学 (下 ) 
0, z=0. 


容易 验证 (zx) 在 形 如 (一 R，R) 的 区 间 内 无 穷 次 可 导 , 并 且 有 

f° (0)=0, n=0, 1, 2, ». 
车 式 (4. 4. 3) 仍 成 立 ， 则 有 
f(x)=0, zx€E(—R, R). 

但 由 定义 式 (4.4.4) 知 当 xz 关 0 时 ，FCz) 天 0， 出 现 矛 盾 . 这 表明 为 使 式 (4. 4.3) 成 立 ， 还 
需要 对 f(x) 提出 进一步 的 要 求 . 

按照 才 级 数 收敛 的 定义 ,为 使 式 (4.4.3) 成 立 ， 布 端 级 数 的 部 分 和 函数 5, (x) 应 收敛 于 
f(xz), 即 

limr, (2)=lim[L f(x)—s(7)]=0. 

这 里 的 x, (x) 不 是 别 的 ， 正 是 f(x) 在 zm 点 的 泰勒 公式 中 的 余 项 . 换 句 话说 ， 当 f(x) 在 
zo 点 的 泰勒 公式 中 的 余 项 (zx) 满 趾 limr,(z) 二 0 时 ， 式 (4.4. 3) 才 成 立 ， 这 时 称 /(z) 在 点 ms 
的 某 个 邻 域 U(xz,) 内 展 成 了 泰勒 级 数 . 

总 结 上 述 论述 ， 得 到 函数 展 成 泰勒 级 数 的 条 件 . 

定理 4.4.2 设 函 数 F(z) 在 区 间 ( 一 R，R) 内 具有 各 阶 导 数 ， 则 f(x) 在 (一 R，R) 内 能 展 
开 成 泰勒 级 数 的 充 要 条 件 是 /(z) 的 泰勒 公式 的 余 项 满足 limr, (x) 三 0. 


证 明 设 w(z)= >) 访 人 x 为 泰 间 级 数 > 人 和 Ow 的 项 部 分 和 ，/(z) 的 n 阶 系 


勒 公式 为 

f(x)=S, (x)+r, (zx), 
其 中 

_ f+ (多 i 

i 

为 拉 格 朗 日 余 项 . 
根据 寡 级 数 收敛 的 定义 ， 有 
5 人 yd 


n=0 


lims, (x)= f(x) 
Slim[s,(z)—/f(zx)j]=0 


Slimr, (zx)=0. 


由 于 在 泰勒 公式 的 余 项 (2) 二 全 于 于 各 x" 中 ，& 是 在 xz 与 0 之 间 哪 个 位 置 难以 确定 ， 所 


以 直接 运用 lim 人 二 各 (© 


Gat DI 
[so 


zz”! 二 0 有 时 是 很 困难 的 ， 此 时 可 以 使 用 下 面 的 定理 . 
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定理 4.4.3 设 函 数 f(z) 在 (一 R,，R) 内 具有 一 致 有 界 的 各 阶 导 数 ， 即 存在 玉 >>0， 对 任 
意 zE (一 R，R)， 都 有 | f(z) | 二 Kr=0, 1 2,…), 则 f(x) 在 (一 R，R) 内 能 展开 成 蜂 


级 数 3 六 es 即 f(z)= C0) re. 


n=0 


证 明 根据 所 设 条 件 。 函数 2 


| 
| 款 ( | 二 mr | 
i |” a El 
ke (© |<K DT 
由 于 级 数 [在 (一 =， 十 ?内 收 贫 ， 故 
lim Ll 工 | 一， 一 人 
mc 十 1) 1 


从 而 在 (一 R，R) 内 ， 
Ce 
Te 


由 定理 4.4.2 知 /(z) 在 (一 R，R) 内 能 展开 成 备 级 数 >) 个". 


n=0 


limr, (x)= lim 


4.4.2 初等 函数 的 震级 数 展 开 式 


1. 直接 展开 方法 

对 形式 比较 简单 的 函数 ,可 以 直接 计算 它 的 泰勒 系数 ,得 到 它 的 泰勒 级 数 ， 青 根据 定理 
4.4.2 将 其 展开 成 泰勒 级 数 . 具体 步骤 如 下 : 

(1) 求 函 数 f(x) 的 各 阶 导数 f(x)， 若 在 求解 的 过 程 中 发 现 有 某 个 J (0) 不 存在 ， 则 
不 再 进行 ， 函 数 不 能 展开 成 寡 级 数 . 

‘2D 求 出 大 0 及 7 WY. 


(3) 写 出 麦克 劳 林 级 数 > 全 4*， 并 求 出 其 收 全 半径 R. 


(4) 考察 在 收敛 区 间 ( 一 R， 十 R) 内 ，limR,(z) 一 lim 志 十 多 Tx" 是否 为 零 ， 若 limR,(z) 


二 0， 则 有 
f(x) 一 Sy ea) (zo) x" 


[二 :| nl 
例 4.4.1 将 函数 f(x)==e” 展开 成 x 的 寡 级 数 . 
解 由 于 f(z)=e， 有 f(0)=1，f™(0)==1， 从 而 f(x) 有 竹 级 数 


1+z 二 到 T 让 下 人 Ss -二 二 Fee 
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和 高 等 数学 (下 ) 


其 收敛 半径 为 R= lim 


a 


一 十 co， 从 而 也 站 所 在 (一 co， 十 cc) 收敛. 


i 
VzE (一 =-， 十 ==)， 党 数 项 级 数 > 于 都 收敛 ， 从 而 有 limz 0， 和 进而 有 lim| 革 | 
因此 


| 


(2 十 1)1! 


es lim 


lim |R, (zx)| 四 


| | bh 


于 是 得 到 所 求 的 宪 级 数 展开 式 


er 一 1] 十 zj: 页 了 二 … 才 PTZ 二 …，zE (一 cc， 十 co). 
例 4.4.2 将 函数 f(z) 二 sinz 展开 成 x 的 寡 级 数 . 
解 由 于 f(z)=sin(z+n* 地) 有 


0, n=2k, 
F200)= (k=0, 1, 2, *……)， 
(—1)*, n=2k 十 1， 
从 而 f(x) 有 和 窒 级 数 
1 3 -5 十 。。 1 2k 十 区 
T5317 上 BT + = CRHUDTZ + 。 
由 于 
(一 1)n+17z2n+ 
wy (2n 二 3)1 这 
lim | (1) tin | | 0<1, 
(2z 十 1)! 


从 而 2 1)” rf co, 十 co) 收 化 ， 有 lim | 7 | 0, 进 而 


lim | R, (zx) | lim 


1 
sin[6 二 (27 二 1)r/2]75 | 


sin[s+ Cant Da/2Jlin | 一 0， 


C2n |- 
于 是 得 到 所 求 寡 级 数 展开 式 


im 1 3 Ls 人 1 WT we co 
sin 并 一 工 31* ta + 4—13 ETI 十 人 (一 eco 十 es 


对 上 式 两 边 求 导 立即 可 以 得 到 f(x) 二 cosz 的 震级 数 展开 式 : 


cosz 一 1 Hr :十 二 … 十 ( Da Fe 一 925 二 eo). 


例 4.4.3 将 函数 /(zx) 二 (1 十 xz)” 展 开 成 x 的 短 级 数 ， 其 中 m 为 任意 常数 . 
解 ” 容 易 求 出 


[sz 
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f0)=1, f (0)=m, ff (OM)=mm—D), f° 0)=mm—D) m2) mnt+1), 
于 是 得 到 f(x) 的 泰勒 级 数 


m(mO—1) ， mm— Dm—ntl),, i 


1 十 现 去 十 21 Ci a a Fs 
由 于 
1 EE = 
moo | Ci wo | WO— 


因此 对 任意 常数 mx， 上 述 级 数 在 开 区 间 ( 一 1，1) 内 收敛 . 
为 避免 研究 余 项 , 设 此 级 数 的 和 函数 为 F(z), 一 1 二 1 二 1， 则 


ee 和 rR Dy i 


逐 项 求 导 得 


和 ol | m1. Eee Cn— Dm—nt1), | “] 


1 9 9 (n—1)! 
两 端 各 乘 以 x 得 


SF Ky ol 2 ES re | …|， 


两 式 相 加 得 
(1 十 z)F'Cz) 


NE, 22C2 一 1) jad mm— Dn—ntl),, my 


21 nl 
=mF(z). 

从 而 有 

| me “=| TF 
即 

lnF(z) 一 InF(0) 一 mln(1 十 z). 
又 下 (0) 天 1， 有 
F(z) 一 (1 十 zz) 

由 此 得 


rt 


1 “les 
nl 


十 "==1 十 mz 十 … 十 


称 之 为 二 项 展开 式 . 
在 z= 土 1 处 ,该 级 数 的 收敛 性 由 m 的 数值 决定 . 当 产 为 正 整数 时 , 该 级 数 为 x 的 m 次 
多 项 式 , 上 式 就 是 代数 学 中 的 二 项 式 定理 . 


对 应 于 加 二 去 ,加 一 一 寺 的 二 项 展开 式 分 别 为 
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和 高 等 数学 (下 ) 


和 1 和 人 二 全 Ym _ 
】 十 之 lt37 Bl dn Be 了 .4.6.。8Z 十 (I=: 
1 1 | 入 a _ 
1 到 并 十 于 aT pe 4。 6 十 6 (—1<z<1), 
2， 间接 展开 法 


对 于 较 复 杂 的 函数 ,根据 函数 展开 成 的 笑 级 数 的 唯一 性 ， 可 以 从 一 些 已 知 函 数 的 客 级 数 
展开 式 出 发 ， 通过 变量 代 换 、 四 则 运算 或 逐 项 求 导 、 逐 项 求 积 分 等 方法 ， 间 接地 将 其 展开 成 
泰勒 级 数 . 间接 展开 法 是 求 函数 的 泰勒 展开 式 的 常用 方法 . 


例 4.4. 4 将 函数 (z) 一 二 展开 成 z 的 震级 数 , 
解 因为 


村、 | 


本 本 l= ly 


把 xz 换 成 x? 得 


Tz 1 at Tl), 


例 4.4.5 将 函数 f(z) 二 ln(1 十 x) 展开 成 zx 的 震级 数 . 
解 ” 由 于 


| j 1—t+#—*… 二 ( 
两 端 从 0 到 zx 积分 得 


iv 


In(1+z) = De Ded 3 


a Ca 1<zr<1. 
例 4.4.6 将 函数 sinz 展开 成 x 一 也 的 宪 级 数 . 
解 由 于 


sinz sin| 于 t (zx 1)] sin Tcos(zx |) 上 cos Tsin(zx 于 ) 


而 
cos (zx 至 )=1 ie tz 下 ) 一 … 《一 co<z< 十 co)， 
工 1 起 了 Lm 风 
sin(z ) a Caan 
于 是 


元 者 | 0 
+ | 
习题 4.4 


1. 利用 已 知 展开 式 把 下 列 函 数 展开 为 x 的 震级 数 ,并 确定 收敛 域 . 
(1) f(z)=a’, (a>0,a1); 


(2) f(z)=sin 3 


(3) f(x)=e™; 
(4) f(x)=cos’zx; 
oh t= 

= 


(6) f(x)=xe”; 


7 
(7) F(z) 一 和 


7 
(8) f (0) = 


2. 利用 已 知 展开 式 把 下 列 函 数 展开 为 x 一 2 的 震级 数 , 并 确定 收敛 域 . 


I 
(GD f(2)=4oz; 


(2) f(x)=1nz; 
(3) f(x)=e, 


eo h 
(4) jz) 一 ln 5 
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和 高 等 数学 (下 ) 


4.5 函数 的 壤 级 数 展开 式 的 应 用 


由 于 麦克 劳 林 展 开 式 可 以 把 有 限 形式 的 任意 阶 可 导 的 初等 函数 表示 成 仅 由 四 则 运算 组 成 
的 无 限 形式 的 宪 级 数 ， 进 而 把 一 些 复杂 函数 表示 成 简单 的 宪 级 数 的 和 ， 因 此 ， 短 级 数 无 论 在 
理论 上 还 是 在 实际 应 用 上 都 具有 重要 的 意义 . 


4.5.1 近似 计算 
利用 函数 的 震级 数 展开 式 ， 可 用 来 作 近 似 计算 ， 即 在 展开 式 有 效 的 区 间 上 ， 函 数值 可 近 
似 地 利用 这 个 级 数 按 精确 度 要 求 来 计算 . 


例 4.5.1 计算 W240 的 近似 值 ， 精 确 到 0. 0001. 
解 ” 由 于 


$310— ya-3=3 (1 一 南 ). 


在 二 项 展开 式 中 取 几 一 壤 ，x 一 一 击 ， 得 到 


5 1 1 1。4 了 mw 
Y540=3(1- 言 " 击 一 下 条 届 一 呈 人 让 一 
取 前 两 项 作为 V240 的 近似 值 ， 其 误差 为 


i i 半 十 s 帮 而 ， 
| 天 | 一 3 有 2 Wt ta rt) 


| 1 TY 
< “ [1] | ] 

人 。 
25 "3" II/81 25. 27 40<20000° 


于 是 


Yat0~3 (1 一 二 。 去 )=3 一 0. 00741~2. 9926. 


例 4.5.2 计算 ln2 的 近似 值 ， 要 求 误 差 不 超 过 0. 0001. 


解 由 公式 
2 3 4 3 
ln(1 十 z) 一 xz 一气 十 二 一 二 十 … 十 (一 1 一 三 十 … (一 1<z 委 1)， 
加 党 让 n 
令 z==1 可 得 
上 1 上 Pr su Pr 
1 


车 用 前 项 的 和 作为 In2 的 近似 值 ， 误 差 为 


[se 


要 使 误差 不 超过 10“， 则 需要 取 级 数 的 前 10000 


Im1<< 计 二 


项 来 计算 ， 计算 量 太 大 ， 此 方法 不 实用 . 
由 于 
2 3 要 a 
In(1—z)=—z 本 加 于 ~ : 和 … (一 1<z 和 1l)， 
从 而 有 
ni ln(1 十 z) 一 In(1 一 z) 2(z+ 计 十 直 x 十 …) 
再 令 ] 寺 ==2， 解 得 zx 二 十， 于 是 有 
Tz 
Wy We 省， 
的 2(3+3 "7 ) 
在 上 述 展开 式 中 取 前 四 项 ， 有 
1 并 潭 下， 过 
In1=2( 言 * 床 + 二 "站 ++ 训 "更 +】 
2 
hs + 人 (本 ) +…] 
1 1 1 , 
二 一 a733 < 2X107, 
9 
所 以 
和 
In2~2( Pe rt )~0. 6931 
在 展开 式 
本 全 
in (<) 2(z+3 t+ ) 
中 ， 邻 znEN), 得 
2 十 1 让 
I 引 [元 3 二 55 十 ]， 
整理 得 
SV 
InCa+D 一 na 十 吉 寺 T+ 言 (+ + | 
依 此 递 推 公式 可 求 出 任意 正 整 数 的 对 数 , 如 
ln5 一 2In2 十 ?| 二 + 二 (二 ) 十 去 ( 读 ) 十 汪 ]=1.6094. 


全 未 到 村 利用 iaaasen -名 


31 求 sin9 的 近似 值 ， 并 估计 误差 . 


高 等 数学 (下 ) 


解 、 先 把 角度 化 为 弧度 9" 一 J X9 一 夯 ( 弧 度 )， 所 以 


+ 吉 () 二 a 


i 


sin 训 一 而 | 


误差 
证 一 
| 王 |< 可 (zo) < 去 XC0. 2 < 于 X10 
于 是 
完 _ 记 1 g i i 
in 贡 ~ 贡 于 (区 ) ~0. 157080 0. 000646z0. 15643. 


4.5.2 表示 初等 函数 
我 们 知道 ， 区 间 上 的 连续 函数 存在 原 函 数 ， 但 其 原 函 数 却 未 必 是 初等 函数 .例如 ,在 R 
上 的 连续 函数 /Cz) 一 e-”， 其 原 函数 9(z) 一 | e- de 就 不 是 初等 丽 数 ， 即 非 初等 函数 但 是 


可 以 利用 前 面 讨论 过 的 相关 初等 函数 的 震级 数 展开 式 ， 将 2(z) 化 为 宕 级 数 . 应 用 这 个 宕 级 数 
讨论 函数 p(x) 的 性 质 ， 特 别 是 计算 或 近似 计算 它 的 函数 值 更 为 方便 . 


1 [¥ _z 、 1 
4. 5. 4 计算 积分 二 * dz - 由 一 人 0. 本 
例 4.5.4 计算 积分 = dz 的 近似 值 ， 精 确 到 0. 0001 ( 取 坟 ~0. 56419) 
解 易 知 
-11 Ch 
ee T 11 T 21 T 31 T 


DD rt). 
n=0 了 2 


于 是 ， 由 震级 数 在 收敛 区 间 的 逐 项 可 积 得 
时 并 2 
局 da 2 [x > "a 


二 异 态 Coa 
A 

于 Cm 1 

Nr mm) Dr 

时 1 ) 1 L oe 
F(t lt), 


取 前 四 项 作为 近似 值 ， 取 误差 为 
1 1 
nS 0000° 
所 以 


2 1 1 1 1 
可 时 入 1 x 0. 四 
公 。 dl tl ~ 0. 5205 


例 4.5.5 计算 积分 | Sinzdz 的 近似 值 ,精确 到 0.0001. 


解 由 于 limsaz 一 1， 故 积分 | Sinzdz 不 是 正 积 分 . 车 定 义 被 积 函数 在 x 二 0 处 的 值 为 
1， 则 它 在 积分 区 间 [0，1] 上 连续 ， 且 有 笃 级 数 展开 式 


sinzt Ta 天 La _ 2 a 
1 红 十 可 元 十 … 十 《 1) atort co<r<+o0). 
在 [0，1] 上 和 逐 项 积分 ， 得 
1 sinz 1 1 下 | a \ 
dr=1 + 村 下 
天 3。3! 5。5! 7.7! (2n 二 1)。(2n 十 1)1 


由 于 第 四 项 的 


二 5800， 所 以 取 前 三 项 的 和 作为 积分 的 近似 值 ， 


"sinz | I 
Tf dr ols sts 5 ~ 0.9461. 


4.5.3 求 常数 项 级 数 的 和 


由 所 给 常数 项 级 数 的 特点 ， 构 造 一 震级 数 . 然后 求 这 个 轿 级 数 的 和 函数 ,所 求 常 数 项 级 
数 的 和 就 是 这 个 窜 级 数 的 和 函数 在 某 一 点 的 函数 值 


例 4.5.6 求 级 数 了 2 一 的 和 . 


解 ” 构 造 究 级 数 
oe wa 
n=] we 
由 于 
SC 二 3 一 六 D2 
et 型 
mn Bl 多 
pa 


当 夺 <1， 即 |z1<YENH， 级 数 > 2 二 lee 收敛， 收敛 区 间 为 (一 /2，V 了 )， 
下 面 求 该 级 数 的 和 函数 。 设 其 函数 为 


3S(Z) 一 D3 en Tz 2, (—V/2< rx<2), 
则 


> 
EC 


于 是 


2 
aay VE/ )s 


4.5.4 微分 方程 的 寅 级 数 解法 


利用 考级 数 函 数 的 展开 式 也 可 求解 微分 方程 ， 下 面 分 两 种 情况 来 讨论 . 
1. 一 阶 微分 方程 的 情形 


对 一 阶 微分 方程 习 一 /Cz，3)， 车 /(z，y) 是 x 一 及 y 一 yo 的 多 项 式 ， 即 


Firs WW=an ta(s— man(y— Wan(z— TY (9— "ss 
则 可 以 设 该 方程 在 初始 条 件 y| ,= 二 yo 下 的 特 解 可 以 展开 为 + 一 zo 的 寡 级 数 ， 
y= 十 a1 (ZX 一 z0) 十 as (ZX 一 X60) 十 "… 十 a 《ZX 一 To0)" 十。 (4.5.1) 
代入 原 方程 ， 比 较 同 次 宕 项 的 系数 可 定常 数 a ，as，…，a,，*…， 由 此 确定 的 级 数 
(4. 5.1) 即 为 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 , 
例 4.5.7 求 方程 y= 二 zx 十 y* 满足 y|,-。=0 的 特 解 . 
解 这 里 x。 一 0，y 二 0, 设 所 求 特 解 为 


9 一 GIZ 十 aaz "tar" ts 


代入 原 方程 ， 得 


Qi 十 2asX 十 3a3zT 十 4ayz 十 5asx! 十" 


Zz 二 (araszr’ car t+) 


2 十 aiz2 十 2aiaszs 十 (十 20ias)z4 十。 


ai 一 0，az .a 0, a=0, as 亏 ， 
故 所 求解 的 震级 数 前 几 项 为 


ee 
?一 了 十 站 工 十 


2. 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 情形 
定理 4.5.1 对 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 Y 十 PCz)y 十 QCz)y 一 0， 若 系数 P(x)，Q(x) 在 
(一 R，R) 内 可 展开 成 zx 的 客 级 数 . 则 在 (一 R，R) 内 该 方程 必 有 形 如 > 一 » ax" 的 震级 数 解 . 


此 定理 在 数学 物理 方程 及 特殊 函数 中 非常 有 用 ,很 多 重要 的 特殊 函数 都 是 根据 它 从 微分 
方程 中 得 到 的 . 证 明 略 . 


[ao 
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例 4.5.8 求 微分 方程 y 一 zy 一 0 满足 初始 条 件 y|,-。 一 0，y |,-。 二 1 的 特 解 . 
解 ” 设 所 求 方程 的 特 解 为 


3 一 如 十 ai 十 az 好 十 … 十 az 十 


两 端 求 导 ， 有 
一 四 十 2az 十 3as 妆 十 十 Ta 十 
多 一 2 十 3。2asz 十 … 十 2 一 ])asz 一 十 …。 
由 于 
| = y | = 
从 而 有 
ao=0, a=1. 
将 上 述 相关 量 代 入 原 方程 得 


2a: 十 3。2asz 十 (4。3a4 一 1)z2 十 (5。4as 一 az)zs 十 (6。5as 一 as ) 4 十 … 


上 [Ca 十 2)(2 一 1)ai 一 az 十 … 一 0. 
比较 同 次 寡 项 的 系数 得 


az 一 0，ads 一 0，a4 一 25 一 0，a 一 0，…. 


一 般 的 ， 有 
i i 
oa Sd, 
由 递 推 公式 得 
CQ4 1 as as 
mr 0 
Ar 1 
“9 10.。9 10.9.7.6.4.3- 
一 般 的 ， 有 
Q7 1 
Qam—1 = dan—=0, asm+l 10。9 RE ly 25 ;网 
于 是 所 求 特 解 为 


4 10 3m 十 1 
EE Ei 


充 
EE UE FETTY TE I TE YEE 


4.5.5 欧 拉 公 式 的 形式 推导 
在 复数 计算 中 ， 常 用 到 欧 拉 公式 


coszr= 豆 (ee Tes sinz= 玄 ( ,i i 


这 里 的 一 V 一 1， 从 而 有 王 ls 1 
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高 等 数学 (下 ) 


下 面 利用 震级 数 给 出 欧 拉 公式 的 形式 推导 ， 其 正式 推导 将 在 复 变 函 数 中 出 现 . 
在 ee 的 展开 式 中 将 工 换 成 了 这， 得 
和 


Ci 7 iad ey 
e Li A Tl + 71 + 


x 这 a ,is 2 i 
Le 一 而 一 末 十 而 十 页 一 机 一 莉 
一 | 十 1 ET i 
| en" 4 Gl ) if "sl 7 ) 
一 cosZ 十 isinz.。 
即 
e 一 coOsSZ 十 isinz。 直人 
同样 可 得 
ee 一 CosZr 一 isinz。 tS 


将 式 (4. 5. 2) 与 式 (4.5.3) 两 式 分 别 相 加 和 相 减 并 整理 得 


ed cD ir 
cosz 一 了 (e ee sinz 一 到 (Ce -和 


习题 4. 5 


1. 利用 函数 的 索 级 数 展开 式 求 下 列 各 函数 的 近似 值 . 
(1) ln3( 误 差 不 超 过 0. 0001); 
(2) Ve( 误 差 不 超 过 0. 001); 


(3) V522( 误 差 不 超过 0. 00001) ; 
(4) cos2"( 误 差 不 超 过 0. 0001). 
2. 利用 被 积 函 数 的 寡 级 数 展开 式 求 下 列 定 积分 的 近似 值 ， 


0.5 | i | 
| 了 二 (误差 不 超过 0.0001)， 


(2) 四 aretanxdz( 误 差 不 超 过 0.001). 


[2 
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4.6 傅 里 时 级 数 


除了 过 级 数 ， 还 有 一 种 在 理论 和 应 用 上 都 很 重要 的 函数 项 级 数 ， 即 三 角 级 数 
多 十 2 (ancosnr + b,sinnz). (4.6.1) 


其 中 ao，as 和 b(n 二 1，2，…) 都 是 实 常数 . 由 于 在 19 世纪 初 ， 还 算 不 上 是 数学 家 的 法 国人 
傅 里 叶 在 研究 数学 物理 方程 中 的 热传导 方程 时 发 现 ， 周期 为 2x 的 函数 在 某 些 条 件 下 可 以 展开 
成 形 如 式 (4. 6. 1) 的 三 角 级 数 ， 故 称 三 角 级 数 为 侍 里 叶 级 数 . 

本 节 讨论 如 下 两 个 问题 : 

(1) 函数 A(z) 满 足 什 么 条 件 时 ， 才 能 展开 成 三 角 级 数 (4. 6. 1)? 

(2) 如 果 函 数 f(x) 能 展开 成 三 角 级 数 ， 那 么 展开 式 中 的 系数 ao a 和 b(n 二 1]，2,…*) 
如 何 计算 呢 ? 换 句 话说 ， 它 们 如 何 用 /(x) 表 示 呢 ? 


4.6.1 周期 为 27 的 函数 的 倩 里 叶 级 数 


1. 三 角 函 数 系 的 正 交 性 
我 们 先 来 以 周期 为 2r 的 函数 来 讨论 问题 (2) ， 我 们 知道 ， 三 角 级 数 (4. 6. 1) 是 由 函数 列 
{1, cosr, sinr, cos2x, sin2x, cosnz, sinnzx, ***)} 
构成 ,该 函数 列 通 常 称 之 为 三 角 函 数 系 . 显然 三角 函数 系 中 每 一 个 函数 都 是 以 2x 为 周期 的 
周期 函数 . 
三 角 函 数 系 有 一 个 非常 重要 的 性 质 :任意 两 个 不 同 函 数 的 乘积 在 区 间 [ 一 x*，wj 上 的 积分 都 
等 于 零 ， 而 任 一 函数 的 平方 在 区 间 [ 一 x*，wJj 上 的 积分 都 不 等 于 零 ， 即 


dzr = 2x, 


1.» cosnrdr 一 0， 


| 1。sinzzdz 一 0. 


fr 
cosmzr 。Sinzzdz 一 0， 

一 

TN 二 Ns 


0,. 7 天 1 


x 
cosmz 。 cosnrdzr 一 | 
x 


.省 疯 . Tv m= Ns 
| sinmz » sinnrdr 一 (m,n=1,2,.%). 
“ 0 i 3 Wy 


这 个 性 质 称 为 三 角 函 数 系 的 正 交 性 . 上 述 等 式 可 通过 计算 直接 验证 . 根据 周期 函数 的 积 
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和 高 等 数学 (下 ) 


分 性 质 ， 上 述 等 式 在 任 一 长 为 2 的 积分 区 间 [a，a 十 2x] 上 也 成 立 . 

2. 欧 拉 一 傅 里 时 公式 

下 面 根据 三 角 函 数 系 的 正 交 性 来 讨论 问题 (2). 假定 以 2x 为 周期 的 函数 f(x) 在 区 间 
[一 xz，x] 上 能 展 成 三 角 级 数 ， 即 


Jz) 一 了 十 > (a,cosnztb,sinnz) (C4, 


假设 式 (4. 6.2) 右 端 级 数 在 [一 x*，x] 上 可 以 逐 项 积分 . 在 式 (4.6.2) 两 端 同时 乘 以 coskx 
(k= 二 0，1，2，…)， 然 后 在 [一 +*，x] 上 积分 ， 有 


| feostedr = S| costrdz 十 > (a.] cosnz » coskrdz +6,) sinnz . coskr dz ). 
再 根据 正 交 性 ， 当 二 0 时 ， 
| f(r)dz = a dz = xao, 
从 而 
ao 一 | rear 
当 & 关 0 时 ， 
上 f(xr)coskrdr 一 «| coszAzrdz = rak， 
从 而 
ax = 二 | feoskrdz (k= 1,2,°"). 
类 似 地 ， 在 式 (4. 6. 2) 两 端 同时 乘 以 sinkz(k 二 0，1，2，…) 并 在 [一 *， 7]J] 上 积分 可 得 


各 二 | i 


ak = | f(x)coskrdr (k=0, 1, 2, »…), 
Ts (4.6.3) 


b= | /nsinkzdr 1 区 
式 (4. 6. 3) 称 为 欧 拉 一 传 里 时 公式 . 系数 由 这 个 公式 确定 的 三 角 级 数 称 为 函数 f(z) 的 储 
里 时 级 数 ， 这 些 系数 称 为 F(z) 的 全 里 时 系数 . 
由 此 可 见 ， 如 果 以 2x 为 周期 的 函数 f(z) 在 [一 x*， x] 上 可 积 ， 只 要 欧 拉 一 傅 里 叶 公 式 
(4. 6. 3) 成 立 ， 都 会 有 一 个 与 之 对 应 的 傅 里 叶 级 数 (4. 6. 1) ， 称 之 为 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 ， 或 者 
称 为 由 f(x) 生成 的 傅 里 叶 级 数 ， 记 作 


flay ss 人 2 (anCOsnz + b,sinnz ). 
n=1 


[4 


第 4 章 无 穷 级 数 


特别 地 ， 如果 f(x) 在 [一 x*，x] 上 是 奇 函 数 ， 那么 由 奇 函 数 和 偶 函 数 在 对 称 区 间 上 积分 的 
特点 ， 有 


an 一 | fr)cosnrdz = 0 =012%), 


入 三 | ceosinmurdz 总 三 | resinmadz Wi 二 
于 是 f(z) 的 全 里 叶 级 数 为 


f(x) ~ Db,sinnz. 
由 于 级 数 中 只 含 正弦 项 ， 故 称 这 种 级 数 为 /(z) 的 正弦 级 数 . 
类 似 地 ， 如 果 f(z) 在 [一 x*， wj 上 是 偶 函 数 ， 那么 的 传 里 叶 级 数 只 含 余弦 项 ， 即 


i) ~ 十 > ancosnr ¥ 
n=1 


=| f(x)cosnrdr=0 (n=0, 1, 2, *…). 


称 这 种 级 数 为 /(x) 的 余弦 级 数 . 

对 于 函数 FCz) 的 傅 里 叶 级 数 是 否 收敛 ， 以 及 如 果 收 敛 ， 是 否 收敛 于 f(x) 本 身 ， 还 需要 
做 进一步 的 研究 . 这 就 是 下 面 要 讨论 的 问题 (1). 一 旦 证 明了 f(x) 的 健 里 叶 级 数 收敛 于 f(x) 
本 身 ， 就 可 以 立即 将 生成 符号 “一 " 换 成 展 成 符号 “一 ” 


4.6.2 倩 里 叶 级 数 的 收效 性 


函数 的 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 问题 是 一 个 相当 复杂 的 理论 问题 ， 至 今 还 没有 便于 应 用 的 判 
别 收 敛 性 的 充 要 条 件 .下面 不 加 证 明 地 给 出 一 个 应 用 比较 广泛 的 充分 条 件 ， 即 狄 利克 雷 收敛 
定理 . 

定理 4. 6.1( 收 剑 定 理 ， 狄 利克 雷 充分 条 件 ) 设 f(x) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ， 若 在 [一 r， 
mJ 上 满足 : 

(1) 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 

(2) 至 多 只 有 有 限 个 极 值 点 . 

则 A(z) 的 傅 里 叶 级 数 在 [一 x*，w]j 上 收敛 其 和 丙 数 为 
f(z),， XE( 一 x，7) ,XZ 是 f(z) 的 连续 点 ; 


到 Le 一 0 十 7Gz+0)]， XE( 一 x，7),， 工 是 f(z) 的 不 连续 点 ; 


SCZ) 一 
序 L7( 一 z+0) 十 /Cr 一 0)]， 2 二 让 ms 


即 
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译 [f(z 一 0) 十 f(z 二 0)] 一 多 


> 
高 等 数学 (下 ) 
人 Darcosnr + brsinnr) ¥ (4.6.4) 


狄 利 克 雷 收敛 定理 告诉 我 们 ， 只 要 以 2 为 周期 的 函数 f(x) 在 [一 x*，w] 上 至 多 有 有 限 个 
第 一 类 间断 点 ， 并 且 不 做 无 限 次 振动 ， 函 数 的 傅 里 叶 级 数 在 连续 点 处 就 收敛 于 函数 在 该 点 的 
函数 值 ， 在 间断 点 处 就 收敛 于 函数 在 该 点 的 左 极限 和 右 极限 的 算术 平均 . 又 由 于 函数 f(x) 和 
它 的 傅 里 叶 级 数 的 各 项 都 是 以 2r 为 周期 的 函数 ， 所 以 级 数 的 收敛 情况 也 适用 于 [一 x*，w]j 外 
的 一 切 点 . 由 此 可 见 函 数 展开 成 傅 里 叶 级 数 的 条 件 比 展开 成 索 级 数 的 条 件 要 低 得 多 . 
例 4.6.1 设 F(z) 是 周期 为 2r 的 函数 ， 它 在 [一 rzr，x) 上 的 表达 式 为 
Tn 一 <05 
r= 0 入 z<r. 


将 F(Cz) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 ， 
解 ” 先 计算 jz) 的 傅 里 叶 系 数 . 


到 下 | i 
ao | oa 一 上 | zdr 2 ， 


an 一 [| f(x)cosnrdr 一 | Xzcosnrdz 
Tx Tx 


工人 f 二 三 p= 玫 十 |] 


NT x n nn 
L 
一 一 一 (] 一 coszx) 
mn 
2 民 
= = Ld Dy 
二 


0,n = 2,4,6,° 


b, = 二 fx)sinnrdz 一 [| Xxsinnrdz 一 一 去 | Zzd(cosnr) 
ds Ea CE 
a ZCOSNT | me | 
t 


cosnx _ (—D"™ 
区 n n: 


(n= 1,2,."), 
n n 
显然 ， 函 数 f(x) 满足 狄 里 克 莱 收 敛 条 件 ， 将 上 面 的 系数 代入 式 (4. 6.4)， 有 


一 a i 2 | 
f(z)= 和 ( 元 655 十 sinz) 2 sin2x 十 (eos3z+ 3 sin3z) 
Ys 2 和 
二 sin4z 十 (cos5z+ 5 sin5z ) 
区 名 最 


不 十 元 之 [二 Tscos(2n Dz+ DD) 和 sin | 芝 ]| 委 均 
当 z 一 士 x 时 ， 传 里 叶 级 数 收敛 于 

一 区 十 0 n 

LA 0 十 关 一 < 二 0] 2 2 
它 的 图 象 如 图 4. 6. 1 所 示 . 


傅 里 叶 级 数 的 和 函数 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ， 


[ss 


图 4.6.1 


例 4.6.2 设 F(z) 是 周期 为 2x 的 函数 , 它 在 (0, 2x) 上 的 表达 式 为 f(x) 二 x ,将 f(x) 


展开 成 傅 里 叶 级 数 . 
解 ” 先 计算 F(z) 的 傅 里 叶 系 数 ; 


] fa Po : 
ao | fx) dr i| 全 拓 区 汪 3 ， 


2 2 2r 
Qu 一 | fx)cosnrdr 一 | zcosnrdz 一 去 | zd(sinnz) 
no 区 Jo no 


| ne | 2xcosnz 2 |] 4 
+ E 
o 


A n n n” nm 
‘27 2 2r 
b, = | f(r)sinnrdr 一 | zzsinzzdz 一 一 1 zx:d(cosnr) 
To TJo Nn/o 
1 ee , 2xsinnr | ee] dx 
元 n I ~ 
显然 ， 函 数 f(x) 满足 犹 里 克 莱 收 敛 条 件 ， 将 上 面 的 系数 代入 式 (4. 6.4)， 有 
ELEY 人 + 42 (二 cowz Tsinnz ), OE<2n 
当 z=0 或 zx 一 2r 时 ， 传 里 叶 级 数 收敛 于 
1 ， 4 
到 [7(2x 一 0) 十 /0 十 0)] 一 全 一 2x. 


傅 里 叶 级 数 的 和 函数 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ， 它 的 图 象 如 图 4. 6. 2 所 示 . 


注意 到 定理 4. 6. 1 中 讨论 的 函数 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,如 果 函 数 只 在 区 间 [ 一 x， 


或 者 
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和 高 等 数学 (下 ) 


[0,， wj] 上 有 定义 并 且 满 足 狄 里 克 莱 收 敛 条 件 ， 那么 经 过 一 系列 操作 ,也 可 以 将 函数 在 其 定义 
区 间 展 开 成 侍 里 叶 级 数 . 所 使 用 的 方法 称 为 延 拓 . 下 面 我 们 分 别 讨论 这 两 种 情况 . 

(1) 如 果 函 数 f(z) 只 在 [一 x*，x*] 上 有 定义 ,并 且 满 足 狄 里 克 莱 收 敛 条 件 ， 那么 我 们 可 以 
将 /(z) 延 拓 成 以 2 为 周期 的 函数 F(x)， 即 定义 一 个 函数 (x)，, 使 它 在 (一 2 十 20) 以 2r 
为 周期 并 且 在 [一 x*，x]J 上 ，F(x) 二 f(x)， 这样 的 F(z) 称 为 f(x) 的 周期 延 拓 . 将 F(z) 展 
成 傅 里 叶 级 数 ， 其 傅 里 叶 系 数 为 


an 一 2[ F(x)cosnrdz 一 2[ f(x)cosnrdzr = 0 (12 一 0,1,2,…)， 


i | F(zr)sinnrdr 一 +[ fz)sinnrdzr (n= 1,2,.°). 


若 将 函数 F(x) 的 传 里 叶 展开 式 限制 在 区 间 [ 一 x*，x] 上 ， 即 可 得 到 区 间 [ 一 x*，x] 上 定义 
的 函数 /(z) 的 傅 里 叶 展开 式 . 

例 4.6.3 将 函数 uD) 二 E sn 二 /| (一 sse) 展开 成 人 里 时 级 数 ， 其 中 下 是 正 的 常数 . 

解 、 所 给 函数 在 区 间 [ 一 x，x] 上 满足 收敛 定理 的 条 件 ， 并 且 延 拓 为 以 2x 为 周期 的 周期 


函数 在 整个 数 轴 上 每 一 点 处 都 连续 ， 如 图 4. 6. 3 所 示 . 因此 ， 延 拓 的 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 
在 [一 r，r] 上 收敛 于 wz. 


计算 wz) 的 傅 里 叶 系 数 ， 


an 一 | u(t)cosntdt 一 2 E 
EE Tx 


cosntdi( 被 积 函 数 是 偶 函 数 ) 


“Wy 
SIn 


2 


于 jsin Scosnidt E[ [sin(n+ 3 ): sin (7 3)]a 


1 1 
E cos( 2 十 束 ) cos(2 一 束 ) 
要 十 去 一 六 , 
4E 
一 和 (2 一 0,1.2,…) 


末 二 | ult)sinnt dt 
RJ 


| 
元 JJ-> 


sin 二 


sinnt dt 一 0 (2 一 0，1，2，…). (被 积 函 数 是 奇 函 数 ) 


[ss 


将 上 面 的 系数 代入 式 (4. 6.4)， 得 到 x(z) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 : 
全 (人 3 ico ) 人 


u(t) 


(2) 如 果 函 数 f(x) 只 在 [0O，w] 上 有 定义 ,并 且 满 足 狄 里 克 莱 收 敛 条 件 ， 那 么 我 们 可 以 将 
了 f(z) 任意 延 拓 到 区 间 [ 一 *,，0)， 即 在 [一 x*，0) 任 意 补充 定义 ,得 到 一 个 在 [一 x*，*] 上 的 函数 
F(x)， 再 按照 (1) 中 的 周期 延 拓 方 法 将 F(x) 在 [一 x*，wj 展 成 傅 里 叶 级 数 ， 最 后 将 其 限制 在 
[0,， wj 上 ， 就 可 以 得 到 F(z) 在 [0，r] 上 的 傅 里 叶 展开 式 . 

理论 上 ，(2) 中 的 延 拓 的 方法 有 无 穷 多 种 ， 可 以 根据 不 同 需 要 采用 不 同 的 延 拓 方式 ， 常 用 
的 有 如 下 两 种 : 

Q@ 偶 延 拓 一 展开 函数 为 余弦 级 数 

如 果 要 求 将 F(z) 在 [0，zx] 上 展开 成 余弦 级 数 ， 可 以 采用 偶 延 拓 的 方式 ， 即 定义 
zi <z<n5 
f(—zx), —*<zx<0, 

那么 F(z) 在 [一 x*，x] 上 的 偶 函 数 , 将 F(x) 在 [一 x*， rj] 上 展 成 傅 里 叶 级 数 .其 全 里 叶 系 
数 为 


pen- 


Qa» = [| F(xr)cosnrdzr = 2[ f(xr)cosnrdr =0 (n= 0,1,2,.), 


b=0 (n= 12%), 
从 而 得 到 jz) 在 [0. zx 上 的 傅 里 叶 余 弦 展 开 式 


了 一 人 十 > avcosnzr。 
n=] 


@ 奇 延 拓 一 展开 函数 为 正弦 级 数 
如 果 要 求 将 f(x) 在 [0，x*]j 上 展开 成 正弦 级 数 ， 可 以 采用 奇 延 拓 的 方式 ， 即 定义 
Url Urn 
F(x)=40, z=0, 
一 扰动 sw 一 RSS 
那么 F(z) 在 [一 x*， wj 上 为 奇 函 数 , 将 F(z) 在 [一 x*， wj 上 展 成 傅 里 叶 级 数 ， 其 傅 里 叶 系 数 为 
ww 一 0 (2 一 0，1，2，…)， 


和 三 


工 


| FG)eosnrdr | resinmmadz 三 站 统 三 二 2 
从 而 得 到 F(z) 在 [0， zx] 上 的 傅 里 叶 余 弦 展 开 式 
is 
注意 到 ， 无 论 是 奇 延 拓 还 是 偶 延 拓 ， 在 计算 伟 里 叶 系 数 时 只 用 到 函数 f(z) 在 [0， wj 上 的 


值 . 所 以 在 解 题 过 程 中 并 不 需要 具体 作出 辅助 函数 F(x)， 只 要 指明 采用 哪 一 种 延 拓 方 式 即 可 . 
例 4.6.4 将 函数 f(x) 二 zx 十 1(0 达 x 过 x) 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余 弦 级 数 . 


和 高 等 数学 (下 ) 


解 (1) 展开 成 求 正 弦 级 数 ， 为 此 对 函数 f(z) 进行 奇 延 拓 ， 延 拓 后 的 函数 在 x 二 0 及 > 一 


7 处 均 不 连续 . 
计算 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 : 
i 2 rosinmrdz 2[ cz+ Usinazdz 

TJo To 

2 a | 

nT n n n 0 
a 

2 nx n 

(1—xcosnn— cosnn) 

nn 

一 一 ，7 一 2，4，6， 


于 是 ， 函 数 f(z) 的 正弦 级 数 展开 式 为 

| 2 [x+ 2)sinz Dsin2x t 了 2)sin3z Tsindz 二 …] (0<zx<7). 
在 端点 z=0 处， 正弦 级 数 收 敛 于 

二 [7(0 0) 十 (0+0)] 0. 

在 端点 z=r 处， 正弦 级 数 收敛 于 
二 [7 x 二 0) 十 f(x 一 0)] 
(2) 展开 成 余弦 级 数 ， 为 此 对 f(x) 进行 偶 延 拓 ， 延 拓 后 的 函数 在 L0，*j 上 连续 , 
计算 f(x) 的 傅 里 叶 系 数 : 


x 2 A 
mw 2 [cr FDdz 2 [三 +z] = 让 


0. 


x 十 1 十 (一 r 一 1) 
2 


an 一 三 | reoeowr = 二 | 十 1)coszz dz 
TJo AxJo 


2 Tzxsinnr | cosnr | sinnz ]” 
+ 
nx n nn n jo 
2 

-Xeon — 1) 

nn 


0, n= 2, 4, 6, *, 


于 是 ， 函 数 f(x) 的 余弦 级 数 展开 式 为 


天 十 了 24 2 (cosz 十 二 cos3z 志 cos5z+…) (0 委 z 和 rr). 


4.6.3 周期 为 21 的 函数 的 侍 里 叶 级 数 


前 面 讨论 的 函数 都 是 以 2 为 周期 的 函数 ， 但 在 实际 问题 中 遇 到 的 周期 函数 的 周期 往往 不 
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是 2r， 因 此 ， 本 节 讨 论 以 2 为 周期 的 函数 如 何 展开 成 傅 里 叶 级 数 的 问题 . 
设 f(x) 是 2 为 周期 的 函数 ， 并 且 在 [一 /， 站 上 满足 狄 里 克 雷 条 件 . 为 了 求 得 7(z) 的 傅 


里 叶 展 开 式 ， 作 变量 替换 zx 一 伴 , 则 f(z) 一/( 合 )， 记 g69) 一 / (全), 则 g(3) 是 一 个 以 2x 
为 周期 的 函数 ， 并 且 在 [一 *，x] 上 满足 狱 里 克 和 雷 条 件 ， 从 而 可 以 得 到 g(y) 的 傅 里 叶 级 数 为 
g(y) ~ 多 十 De. cosny + b, sinny). 

其 中 ， 


了 (#3) )eosny dy (n= 0,1,2,.…), 


= = 二 | yjsinmydy (人 一 2355 


再 将 变量 变 回 到 x， 即 可 得 到 F(z) 在 [一 *， 站 上 的 传 里 叶 展 开 式 ， 


1 t SD (acos Tz 
n=1] 


上 S] ?2X 
Hb, sin 17 上 
其 中 ， 


1 
一 | f(T)eos 人 dz 《二 


一 | fosin rdr (n= 1 2, *). 


当 f(x) 只 定义 在 [一 /， 妃 或 者 [0， 站 上 时 如 何 展开 成 傅 里 叶 级 数 问题 与 前 面 讨论 的 以 2r 
为 周期 的 函数 类 似 ， 不 再 袭 述 . 
例 4.6.5 设 几 z) 是 周期 为 4 的 周期 本 数 ， 其 在 [一 2，2) 上 的 表达 式 为 
0 一 2 2<0， 
1-| (A 为 不 等 于 0 的 常数 ) ， 
&，0<z<<2， 
将 A(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . 
解 这 里 :一 2， 先 计算 傅 里 叶 系 数 


ss 二 | ssin pss [ : cos ww = (1 一 coszr) 
2J 2 工 o 区 


2k 


一 4712 开 


1 一 1,3，5，…， 


0，m 一 2，4，6，…- 


和 高 等 数学 (下 ) 


于 是 ， 函 数 f(x) 的 余弦 级 数 展开 式 为 
f(z) 4 +e(sin 宇 十 $sin 3 2 sin Es | =), 0<|z|<2. 
当 z= 士 2 时 ， 傅 里 叶 级 数 收敛 于 
十 0 大 


1 
3Lf(2 0) 十 f( 一 2 十 0)] 7 了 


当 z 一 0 时 ， 傅 里 叶 级 数 收敛 于 


去 [fC0 一 0) 十 /C0+0)]== 针 2 入 


0<zx<5， 
例 4.6.6 将 函数 f(x) 二 (a 二 0) 展 开 成 余弦 级 数 ， 
一 1, $<r<a, 
2 
解 ”对 函数 /(x) 进 行 偶 延 拓 ， 延 拓 后 的 函数 在 [0， 4a] 上 只 有 一 个 间断 点 xz 二 多. 
计算 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 : 
= ,= [让 JCz)cos i d+ | /Oneos 2 dr| 


2 (| cos dx T cos Lx dz) 
a \Jo 半 
2 1 
_ 上 | ,4) 0.n=0 
|[Eeasee [二 si | Ce 四 1 一 1，2， 
nn a 0 nn a # nn 
4 4 4 4 . 
qi 37’ LA’ 去 ， ， 
ax 一 0，A 一 1，2，…; 
b=0, n=1, 2, 
于 是 ， 函 数 f(x) 的 余弦 级 数 展开 式 为 
4 .| ams ,1 5nx a a 
f(x) (eos cos 5 =) 0<|z- 各 < 了 7. 


当 z 一 分 时 ， 傅 里 叶 级 数 收敛 于 


3[/ (全 一 9)+7( 生 +o] -一人 一 


传 里 叶 级 数 的 和 函数 是 以 2a 为 周期 的 函数 ， 其 图 象 如 图 4. 6. 4 所 示 . 
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A 
了 
一 一 一 作 QQ——=0 (Gc 
® t 入 人 + 3 
= = et a 
2 2 

o—o o———o 

图 4.6.4 


由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 傅 里 叶 级 数 同 颇 级 数 相 比 起 来 显得 复杂 而 累 袭 ,但 是 用 它们 表 
达 函 数 时 ， 傅 里 叶 级 数 所 能 表达 的 函数 类 比 寡 级 数 要 广泛 得 多 . 因为 ， 把 一 个 函数 展开 成 震 
级 数 时 ， 要 求 这 个 函数 具有 一 切 阶 的 导数 ,而 展开 成 傅 里 叶 级 数 时 ,只 要 求 函数 逐 段 光滑 ， 
甚至 还 可 以 削弱 此 条 件 ， 这 正 是 傅 里 叶 级 数 的 优越 性 之 所 在 . 然而 ,和 客 级 数 收敛 范围 的 形式 
非常 简单 ， 它 永远 是 一 个 区 间 ， 而 傅 里 叶 级 数 的 收 和 敛 范围 ， 一 般 来 说 ， 是 一 个 构造 非常 复杂 
的 集合 . 因而 对 传 里 叶 级 数 的 研究 ， 要 求 使 用 非常 精密 的 方法 ， 这 超出 了 本 书 的 讨论 范围 . 
所 以 就 这 方面 来 说 ， 寡 级 数 必 傅 里 叶 级 数 优越 . 总 之 ,二 者 各 有 优 缺 点 ， 只 与 在 应 用 上 哪 一 
个 更 偏重 ， 都 不 能 笼统 地 来 给 定 . 首先 要 依赖 于 所 研究 的 函数 的 形式 ， 其 次 还 要 对 这 个 函数 
所 提出 的 是 什么 样 的 具体 问题 . 


4.6.4 传 里 叶 级 数 的 复数 形式 


在 实际 应 用 中 ,将 傅 里 叶 级 数 化 成 复数 形式 将 会 更 方便 ， 下 面 讨 论 傅 里 叶 级 数 的 复数 
形式 . 
设 周 期 为 2 的 函数 (zx) 在 区 间 [ 一 /， 癌 满足 狄 里 克 雷 条 件 ， 可 以 展开 成 储 里 叶 级 数 : 


do A A 
f(z)~ 如 上 上 和 2 (weos 7 十 Dusin Tr) 


其 中 ， 

Ll 

Cn = 十 | f (neos TF rdr (n=0, 1, 2, **), 
一 
1 1 网 Si nn 二 es Pre 
bs | onsin 1 dr (n=1, 2, 3 
利用 欧 拉 公式 
6 = 
cost 2 ， Sint 31 
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和 高 等 数学 (下 ) 


f(z) 一 多 十 Bp | 区 e+ 有 ) 一 生 (e? 一 条 党 | 


入 . bp 人 四 be 主 芒 二 ). 


若 记 


ao a —ib, a ph, 
Cg? 了 ，c-， 7 


则 A(z) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 就 可 以 写成 如 下 的 简洁 形式 : 
f(x)~ Dae 一 De eT 和 p> Ci 
n=0 n=1 N=—00 


1 ME 
cn 一 ll f(ze rdr (一 0 十 1, 土 2;…). 
2 


(4.6.5) 


称 式 (4. 6.5) 为 F(z) 的 傅 里 时 级 数 的 复数 形式 . 它 与 实数 形式 没有 本 质 上 的 差异 ， 但 由 
于 复数 形式 比较 简洁 ， 且 只 用 一 个 算式 计算 系数 ， 在 应 用 上 更 为 方便 . 
例 4. 6.7 把 宽 为 rz、 高 为 0， 周 期 为 工 的 矩形 波 (如 图 4 6. 5) 展 开 成 复数 形式 的 传 里 叶 级 数 ， 


uh 
[YD 
0 0 o > 
.最 .外 | 到 至 
2 2 入 多 
图 4.6.5 
解 在 一 个 周期 | 二 ,寺内 矩形 波 的 函数 表达 式 为 


0， 当 一 亏 < 必 一 去 时 ， 
f(0)=4h, 当 一 地 入 发 可 时 ， 


了 
0， 当 过 7 <t<5 时 和 


I 
1 [六 i 1 [到 = 
co = 于 | /ee T= 于 | T dz 
1 #| hdt = 冬 ， 7 一 0， 


ee i 
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于 是 ， 
hr hoa 1.. hr em FE 于 工 
Rs Tt isinTer ,tH 二 己 
0 
当 /二 士 屯 时 ， 传 里 叶 级 数 收 化 于 沁 . 


习题 4.6 


1. 在 指定 区 间 内 把 下 列 函 数 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 

(1) f(z)=x, 四 一 冯 2 冯 @0 过 7 一 2 

(2) f(z2)=2, OD—r<i<ni O00<i<2ns 
ar, —7x<z<0, 

(3) Ap- (aa 天 0,a 天 0.0 天 0). 
br, 0 一 > 一 r， 


2. 设 /是 以 27 为 周期 的 可 积 函 数 , 证 明 对 任何 实数 c, 有 


an 一 | ns 六 i[ fr)oamme dss i = 0% ls Zs is 


cit2n x 
b, = + f(x)sinnrdz 一 | f(x)sinnrdzr, n=0,1,2,.. 


i 一 r<z<0， 
3. 把 函数 f(x)= 展开 成 傅 里 叶 级 数 , 并 由 它 推出 
过 0 委 z<r 
4 
ua 
(DD) T=1—3+5 7+ 
风 - 和 人 
i 
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和 高 等 数学 (下 ) 
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1. 选择 题 
(1) 设 常数 4 二 0， 而 级 数 yu 收 俩 ， 则 级 数 > (一 1)" le Rt ). 
n=1 n=1 n 
(A) 发 散 (B) 条 件 收敛 (C) 绝对 收敛 (D) 收敛 与 A 有 关 


(2) 设 志 一 生计 | 一生 避 1，2，…， 则 下 列 命 题 中 正确 的 是 ( 。 )， 
(A) 若 3 a 条件 收 仇 ， 则 3 如 与 3 gq 都 收敛 

(B) 若 < 绝对 收敛, 则 如 ,与 也 g, 孝 收 全 

(© 若 > a 条 件 收敛 ， 则 3 包 与 总 a 的 全 散 性 都 不定 

(D) 着 六 o 绝对 收 伊 ， 则 如 ,与 局 g 的 分散 性 都 不定 


(3) 设 w>0，n 一 1，2，…， 若 >) uv 发 散 ，>) (一 1) 一 :oa 收敛 ， 则 下 列 结论 正确 的 是 
站 


CA) oo, 收 剑 ，> ao 发 散 (B) > us 收 化 ，》 qz, 1 发 散 
(C) 3 (az 十 az ) 收 全 (D) > (ax 一 wo) 收 全 
sin(na) 1 \。 
(0 设 “ 为 常数 ， 则 级 数 >) (So 一 太 ) 是 ( 
(A) 绝对 收敛 (B) 条 件 收敛 
(C) 发 散 (D) 收 和 敛 性 与 “ 取 值 有 关 
(5) 级 数 忆 (一 D"(1 一 eos 所 ) (常数 a 之 0) 是 ( 县 
(A) 发 散 (B) 条 件 收敛 (C) 绝对 收敛 (D) 收敛 性 与 a 有关 


(6) 设 w 一 (一 Du(1+ 广 )， 则 级 数 (  ). 


n 


(A) Dw 与 De 都 收敛 (B) DD 都 发 散 
(C) Dw 收 化 而 局 如 发散 (D) we 发 散 而 > ve 收 化 


高 等 数学 (下 ) 


GA) 5 (B) (C) 


出 


1 1 
3 (D) 5 


2. 设 f(x) 在 点 一 0 的 菜 一 邻 域内 具有 二 阶 连续 导数 ， 且 lim 人 下 一 0, 证 明 级 数 
CJ) 绝对 收 信 ， 
3. 设 正 项 数列 {a,) 单 调 减 小 ， 且 有 De, 发 散 ， 试问 级 数 忆 (了 )” 是 否 收敛 ? 


4. 求 宕 级 数 > 并 收敛 区 间 , 并 讨论 该 区 间 端点 处 的 收敛 性 . 


a 2 “也 
y Ee. 


1 | es co 
5. 验证 函数 >Cz) 1 十 引 Hert g++ ( < 一 xz 二 十 cc) 满足 微分 方程 


y+y 十 y 一 全 


6. 求 寡 级 数 pis 和 十 | 之 的 收敛 区 间 与 和 函数 f(z). 


= 
0C25 一 1》 


7. 求 级 数 Se 1D" 喜 (w 一 n 十 1) 的 和 . 


n=0 


8. 求 级 数 > ， 去 二 证 的 和 . 


] 汪 展开 为 x 的 等 级 数 . 


10. 将 函数 f(z) 了 Im 2 | 


9. 将 函数 f(x) 二 arctan 1 


上 arctanz 一 zx 展开 成 zx 的 震级 数 . 


l+z arctanr ，Z 天 0， 站 
11. 设 f(z)=4 2 试 将 /(z) 展 开 成 z 的 宕 级 数 , 并 求 级 数 = 


1, x=0 


的 和 ， 
12. 将 函数 f(z)==2 十 |x|( 一 1<x 二 1) 展开 成 以 2 为 周期 的 傅 里 叶 级 数 ， 并 由 此 求 级 数 


忆 去 的 和 . 
13. 将 函数 f(z) 二 x 一 1(0 过 x 过 2) 展 开 成 周期 为 4 的 余弦 级 数 . 
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